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R E S U M O 
Este trabalho tem por objetivo apresentar pr~ 
cedimentos de análise dinâmica para avaliação do dano provocado 
em juntas soldadas de estruturas metálicas, submetidas a solici-
tações dinâmicas de caráter determinístico ou aleatório, através 
do Método dos Elementos Finitos. 
A análise determinística permite a obtenção 
da resposta permanente da estrutura no domínio da frequência, a-
' 
través do Método de Superposição Modal. Para frequências altas 
de excitação é empregado o Método Direto no domínio da frequên-
cia. 
A análise aleatória permite obter a resposta 
de sistemas lineares submetidos a excitações de caráter ergÓdico 
associados a processos Gaussianos. 
V 
A avaliação do dano acumulado é feita através 
da Regra de Miner, determinando-se as tensões efetivas com uso 
dos fatores de concentração de tensões. 
Elaborou-se um programa em linguagem FORTRAN, 
implementado no computador Burroug-hs 6700, que permite determi-
nar a resposta de sistemas estruturais lineares às solicitações 
dinãmicas e avaliar a vida Ütil das juntas soldadas. 
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A B S T R A C T 
This work presents a procedure to the dynarnic 
analysis for deterrnination of fatigue darnage occurring in welded 
tubular joints of steel structures subrnited to deterrninistic and 
randorn loading, by the Finite Elernent Method. 
The deterrninistic approach furnishes the 
steady-state response, in the frequency dornain, by the Modal 
Superposition Method. For high exciting frequencies the Direct 
Method in the frequency dornain is applied. 
The randon analysis furnishes the response of 
linear systerns subjected to ergodic excitations, associated with 
Gaussian processes. 
The total fatigue damage is determined by the 
Vll 
Miner's rule, applying the Stress Concentration Factors (SCF) 
for the hot-spot stress determination. 
A computer program has been developed, using 
FORTRAN language and implemen ted in the Burroughs 6 7 O O. Thi s 
program allows the determination of linear systems response to 
dynamic loading and the fatigue damage of welded tubular joints. 
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e A p r T u L o I 
INTRODUÇAO 
Além da análise estática, normalmente aplic~ 
da para se determinar os esforços e deslocamentos em estruturas 
devido à ação de carregamento estático, a análise dinâmica, em 
muitos casos, assume também significativa importância, tornand~ 
-se cada vez mais necessária à medida em que as estruturas se 
tornam mais sofisticadas e/ou sensíveis aos efeitos dinâmicos, 
tais como usinas nucleares, estruturas marítimas, etc ... 
A descoberta de depósitos de petróleo em re-
giões marítimas, ocasionou a construção de plataformas offshore 
em profundidade crescente, ficando estas estruturas progressiva-
mente sensíveis aos efeitos dinâmicos provocados por ações amb! 
entais, tais como ventos e ondas do mar. Torna-se necessária, 
portanto, a aplicação de métodos adequados e técnicas específi-
cas de análise dinâmica para a avaliação da resposta da estrutu 
ra. 
A resposta da estrutura à açao do mar pode 
ser determinada através de urna análise dinâmica determinística, 
para pequenas profundidades, ou uma análise aleatória, à medida 
em que a profundidade aumenta, de forma a melhorar a represent~ 
ção das diversas ações ambientais a que as plataformas estão sub 
metidas. 
A análise dinâmica é aplicada, também, à su-
perestrutura da plataforma, onde estão situados equipamentos me 
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cânicos funcionando a altas frequências de excitação e onde ocor 
re a ação de fenômenos ambientais, como o vento, cujas flutua-
çoes do carregamento se constituem num processo dinâmico aleató-
rio necessário de ser considerado na verificação de estruturas 
esbeltas do tipo torre, etc ... 
A resposta da estrutura e seus componentes a 
solicitações dinâmicas é de grande importância,pois o efeito de 
flutuação do carregamento tende a provocar variações de tensões 
no material, cuja capacidade de suportar estas variações dimi-
nui acumulativamente com o número de flutuações, levando ao de-
senvolvimento e propagação de fissuras que se constitui no pro-
cesso de fadiga. 
O dano devido ao efeito de fadiga depende da 
história completa das tensões durante toda a vida Útil da estru 
tura, sendo o seu cálculo e seus efeitos sobre o material de di 
fícil determinação, devido à natureza irregular do carregamento, 
o tamanho e complexidade da estrutura, e à necessidade de se a-
dotar um método de análise eficaz, que forneça resultados segu-
ros sem grande esforço computacional. 
Devido às dificuldades de acesso e aos custos 
de manutenção, torna~se necessário que as estruturas sejam de-
vidamente dimensionadas de modo a evitar a ocorrência de colapso 
por processo de fadiga de seus componentes durante a vida útil 
esperada para operação. Muitos tipos de análise e procedimentos 
têm sido desenvolvidos de modo a se avaliar e prever o comport~ 
menta de uma estrutura no que diz respeito à fadiga, e neste tra 
balho são apresentadas técnicas de análise visando a determina-
ção da fadiga através de métodos determinísticos e probabilÍsti-
3 
cos. 
No Capítulo II, é deduzido o sistema de equa 
çoes diferenciais do movimento para um sistema estrutural line-
ar submetido a excitação dinâmica, discretizado pelo Método dos 
Elementos Finitos, e avaliam-se os modos de vibração da estrutu 
ra. 
Para solicitações determinísticas de caráter 
periódico, desenvolve-se no Capítulo III, o método de avaliação 
da resposta através da Superposição Modal com a técnica da cor-
reção estática e o Método Direto para o caso de excitações com 
alta freqüência. 
A resposta de estruturas a solicitações de 
caráter aleatório é determinada no Capítulo IV, onde são apre-
sentados os conceitos de análise aleatória. 
No Capítulo V, apresentam-se procedimentos 
para avaliação do dano acumulado devido ã fadiga e da vida Útil 
de estruturas metálicas soldadas. 
Finalmente, sao analisados alguns exemplos 
de estruturas submetidas a carregamento dinâmico determinístico 
e aleatório, no Capítulo VI. 
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C A p r Tu Lo II 
FORMULAÇÃO DAS EQUAÇÕES DIFERENCIAIS DO MOVIMENTO 
II.l - INTRODUÇÃO 
Neste capítulo será apresentado o sistema de 
equaçoes diferenciais do movimento de um sistema estrutural li-
near, discretizado pelo Método dos Elementos Finitos, utilizan-
do-se para o desenvolvimento das equações o princípio variacio-
nal de Hamilton. 
Serão abordados alguns aspectos importantes 
sobre características de convergência do Método de Elementos Fi 
nitos e sobre as matrizes de massa e amortecimento. 
O Método de Iteração por Subespaço sera rapi 
damente abordado, por ter sido utilizado na determinação dos mo 
dos de vibração, empregados como matriz de transformação no Mé-
todo de Superposição Modal, no Capítulo III. 
II. 2 - EQUAÇÕES DIFERENCIAIS DO MOVIMENTO 
Para um corpo deformável tri-dimensional, em 
equilíbrio dinâmico,o princípio de Hamilton (1,2) estabelece que, 
dentre todas as configurações possíveis que este corpo pode ass~ 
mir, ao mudar da configuração 1 no tempo t 1 para a configuração 
2 no tempo t 2 , aquela que satisfaz o equilíbrio em cada instante 
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e a que minimiza a integral do Lagrangeano durante este interva 
lo, ou seja: 
onde 
oLdt o(T-U+W)dt: O 
T é a energia cinética total do corpo 
U e a energia potencial de deformação 
(II. l) 
W e o trabalho realizado por forças externas, incluin-
do amortecimento 
o é a variação durante o intervalo de tempo [t1 , t 2] 
Portanto, pelo princípio de Hamilton, a varia 
çao das energias cinética e potencial de deformação, mais ava-
riação do trabalho realizado por forças externas durante um in-
tervalo de tempo· qualquer [ t 1 , t 2J , deve ser igual a zero. 
Os termos da equaçao (II.l) podem ser expre~ 
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u [u, v, w]T e o vetor de deslocamentos variáveis no 
tempo. 
u e o vetor de velocidades obtido por derivação no tem 
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po do vetor 1!· 
[ E E E y yyz· Yxz]T é o vetor das deformações. X Y Z xy 
D e a matriz de elasticidade. 
F e o vetor das forças de massa no interior do corpo. -v 
Éd e o vetor de forças devidas ao amortecimento. 
És e o vetor das forças de superfície. 
f. e o vetor de forças concentradas na direção dos des 
-l 
locamentos u .. 
-l 
p e a massa específica. 
V o volume do corpo. 
S representa a região da superfície do corpo onde atuam 
as forças de superfície. 
Introduzindo as equaçoes (II.Za), (II.2.b) e 
(II.Zc) em (II.l) e desenvolvendo, obt~m-se: 
ó(p ÜT u - E) dVdt + rtz[ ró 
- !t !v 
1 
dV + 
ó uT !_'d dV + ( ó 
!5 
uT F 
-s dS +~ó uTf_ Jl dt; O -1-1 
l 
(II. 3) 
A aplicação do Método dos Elementos Finitos 
requer a discretização do corpo em um numero finito de sub-regi 
Ões denominadas elementos finitos ou simplesmente, elementos (5). 
Em cada elemento definem-se pontos denominados nós. As variáveis 
em cada ponto da sub-região, ou elemento, são aproximadas por i~ 
termédio das funções de interpolação, expressas em termos de pa-
râmetros nodais. 
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As equaçoes de movimento, para cada elemento, 
podem ser obtidas pela aplicação do princípio de Hamilton a cada 
elemento, cujo campo de deslocamentos pode ser expresso por: 
onde 
(II .4) 
ue e o vetor de deslocamentos de um ponto do elemento e 
N é a matriz que reúne as funções de interpolação 
Ue é o vetor dos deslocamentos nodais do elemento e 
As deformações específicas sao obtidas atra-
vés da derivação dos deslocamentos. Desta forma, obtém-se a rela 




E e o vetor de deformações de um ponto do elemento e 
B e a matriz que reúne as funções de interpolação obti-
das através de derivação conveniente de N 
Introduzindo (II.4) e (II.5) em (II.3), che-
e T r T •e Ü ' p N N dV U -
!v 
- 6 ue,T { BT D B dV ue + 
!v -
r NT F 




+ ó ue,T ( NT ~d dV + 
!v -
+ ó ue,T f NT F dS + ó !!eº~ J dt o (II.6) 
!s - -s 
Integrando-se por partes o primeiro termo da 
equaçao (II.6), resulta: 





NT N dV Üe dt 
( II . 7) 
A primeira parcela do lado direito da equaçao 
e nula, pois o princípio de Hamilton requer que os deslocamentos 
sejam prescritos nos instantes t 1 e t 2 , isto é: 
(II. 8) 
As forças de amortecimento ~d podem ser consi 
deradas proporcionais às velocidades, sendo expressas por: 
onde 
resulta: 
F = -µ Ü = -µ N Üe -d 
µ e o coeficiente de amortecimento viscoso. 
(II.9) 




dV - F dS - f ] dt = -s O (II.10) 
Como as variações o Ue,T sao arbitrárias, a 
expressao entre colchetes deve ser nula, resultando para o ele-
mento: 
(II.11) 
onde sao, respectivamente, as matrizes de massa,~ 
mortecimento e rigidez do elemento, e fe é o vetor de forças no 
dais equivalentes do elemento, ou seja: 
Me = ( p 
!v 
NT N dV (II.12) 
ce = ( 11 
) 
NT N dV (II.13) 
V 
Ke = ( BT D B dV 
!v -
(II.14) 
fe = ( NT F dV + ( NT F dS + f 
!v - -v !5 - -s 
(II.15) 
A equaçao diferencial matricial, que expres-
sa o equilíbrio dinâmico do corpo como um todo, é obtida pela 
associação das equaçoes para todos os elementos, resultando em: 




r p NT M ; l: N dV (II.17) 
i;l !v 
NE 
r µ NT e ; l: N dV (II. 18) 
i;l Jv 
NE r BT K ; l: D B dv (II.19) 
i;l ) -V 
NE [! T dV + f NT dS + !] (II.20) F ; 
i :1 Jv ~ F F -V !5 - -5 
U e o vetor contendo os deslocamentos nodais, 
variáveis no tempo, da malha de elementos em que foi discretiza 
do o corpo. 
Ú e U sao, respectivamente, os vetores deve 
locidades e acelerações nodais variáveis no tempo. 
As matrizes de massa e amortecimento sao cha 
madas de consistentes, por terem sido obtidas utilizando-se pa-
ra sua formação as mesmas funções de interpolação usadas para a 
formação da matriz de rigidez. 
Através da equaçao (11.16), observa-se que a 
aplicação do Método dos Elementos Finitos na análise dinãmica de 
uma estrutura, requer, inicialmente, a discretização do domínio 
da estrutura em um número finito de elementos, que constituem u-
ma malha, definindo os pontos nodais e os deslocamentos que re-
presentam os graus de liberdade da estrutura. A seguir, sao de-
finidas as propriedades físicas de cada elemento, através das 
matrizes de rigidez, amortecimento e massa. Através da soma das 
contribuições destas matrizes, chega-se às matrizes M, C e K que 
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contêm as propriedades de toda a estrutura. Da mesma forma é 
construído o vetor F que contém as cargas externas que atuam so 
bre o elemento. 
Um aspecto importante do Método dos Elementos 
Finitos se refere às funções de interpolação N utilizadas na for 
mação das matrizes dos elementos, pois delas depende a exatidão 
da solução. Para garantir a convergência do método, a aproxima-
çao para o elemento, ou seja, a função de interpolação, devesa-
tisfazer condições de compatibilidade e completidade, que impli-
cam em (5,7,10): 
(a) COMPATIBILIVAVE ~ deve existir continui-
dade entre os elementos para os deslocamentos e suas derivadas 
até a ordem n~l, onde n e a ordem da derivada mais alta que ap~ 
rece no funcional. Caso a derivada de ordem mais alta seja uma 
derivada primeira, apenas os deslocamentos devem ser contínuos. 
(b) COMPLETIVAVE ~ quando as dimensões do e-
lemento diminuem, tornando-se infinitesimal, as derivadas exis-
tentes no funcional tendem a valores constantes. A condição de 
completidade exige que a função de interpolação para o elemento 
seja capaz de representar, no limite, essas derivadas constan-
tes. Na prática, esta condição é verificada se a aproximação in-
cluir todos os modos de movimento de corpo rígido e todos os es-
tados de deformação específica constante. 
Os elementos que satisfazem totalmente às co~ 
<lições de compatibilidade e completidade são denominados confor-
mes. Aqueles que violam parcialmente a condição de compatibilid~ 
de, e mesmo assim apresentam características convergentes, são 
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denominados não-conformes. 
No presente trabalho, sao utilizados os se-
guintes elementos: 
(a) elemento de pórtico espacial 
(b) elemento retangular de casca poliédrica, em 
cuja formação entram o elemento retangular p~ 
ra estado plano de tensões com variação lin~ 
ar de deslocamentos e o elemento retangular 
não-conforme para flexão de placas (RGCP) (60) 
(c) elemento triangular de casca poliédrica, em 
cuja formação entram o elemento triangular 
para estado plano de tensões com deformações 
constantes e o elemento triangular não-confo! 
me para flexão de placas (TRGCP) (60) 
Outro aspecto que deve ser analisado e o que 
se refere as matrizes de massa e amortecimento. Como já foi di-
to, estas matrizes são denominadas consistentes por terem sido 
utilizadas em sua formação as funções de interpolação~ utiliz~ 
das na matriz de rigidez. Analisando-se inicialmente o caso da 
matriz de massa, verifica-se que é uma matriz cheia, tendo ames 
ma configuração da matriz de rigidez. Uma maneira mais simples 
de se gerar a matriz de massa, consiste em se concentrar a massa 
total nos pontos onde estão definidos os graus de liberdade trans 
!acionais, sendo estes pontos os nós da estrutura discretizada 
em elementos. Desta forma, a massa total concentrada num nó da 
estrutura é a soma das contribuições de todos os elementos lig~ 
dos ãquele nó, resultando numa matriz de massa diagonal, do tipo 
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r rnl 1 
1 IDz 1 
1 o 1 
M = 1 ID3 1 (II. 21) 
1 1 
1 o 1 
l rnN 1 J 
contendo tantos termos na diagonal quanto o numero de graus de 
liberdade do sistema estrutural. Os termos fora da diagonal desa 
parecem pois a aceleração imposta num ponto nodal produz forças 
de inércia apenas neste ponto. Normalmente nao se considera mas-
sa nos graus de liberdade rotacionais. 
Comparando-se os dois tipos de matrizes de 
massa, verifica-se que a forma diagonal permite uma solução mais 
rápida, com maior economia de memória. No entanto, em alguns ca-
sos, pode ser recomendável a utilização da matriz consistente de 
acordo com as referências bibliográficas (1, 3-9). 
A formulação da matriz de amortecimento, corno 
foi apresentada em (II.18), depende do fornecimento de um parâ-
metro de amortecimento específico associado a cada elemento. Es-
te parâmetro é difícil e muitas vezes impossível de ser especif2:_ 
cada, pois o amortecimento de urna estrutura real depende de uma 
série de diferentes e complexos mecanismos de dissipação inter-
na de energia, de radiação e interação com o meio que a envolve. 
Na prática da solução dos problemas de engenharia, procura-ser~ 
presentar os conjuntos de mecanismos de dissipação de energia,~ 
través de amortecimentos equivalentes. Estes amortecimentos po-
dem ser do tipo viscoso e serem expressos corno percentagens de 
amortecimento crítico associado aos modos de vibração da estrut~ 
ra ou aplicados como amortecedores discretos aos graus de liber-
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dade da mesma. Quando o amortecimento equivalente é expresso sob 
a forma de porcentagens do amortecimento crítico correspondente 
a cada modo de vibração, a matriz do amortecimento pode ser cons 




. ~- 8 .. 
-1 -1 1 1J 
•· e o vetor do modo de vibração i 
-1 
(II. 22) 
w. e a freqüência natural relativa ao modo de vibra 
1 
çao 1 
~- e a porcentagem do amortecimento crítico relati-
1 
vo ao modo i 
8 . . é o delta de Kronecker 
1J 
Esta formulação é Útil quando da aplicação do 
Método de Superposição Modal, como será visto no item III. 2 .1. 
Voltando ao sistema de equaçoes diferenciais 
(II.16), pode-se verificar que há duas situações onde há interes 
se de análise: 
(a) ~(t) = Q e C =O+ é o caso das vibrações livres, 
cuja solução do sistema implica na determinação dos modos de vi-
bração e das freqüências naturais. 
(b) ~(t) + Q + e o caso das vibrações forçadas. 
No item II.3 será estudado, rapidamente, o 
caso (a), que trata da determinação dos modos de vibração da e~ 
trutura, que serão utilizados, no item III.2 deste trabalho, 
no desenvolvimento do Método de Superposição Modal. 
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O caso (b) será abordado nos Capítulos III 
e IV , que tratam da análise dinâmica determinística e aleató-
ria, respectivamente. 
II.3 - VIBRAÇÕES LIVRES 
Neste item será apresentado o Método de Itera 
çao por Subespaço, desenvolvido por Bathe (3,4), para a solução 
do problema de autovalor. Este método é considerado, atualmente, 
um dos mais eficientes para solução de problemas estruturais com 
mui tos graus de liberdade, no que diz respeito ao tempo de pro-
cessamento e ao uso de memória do computador. 
As equaçoes diferenciais do movimento, para o 
caso das vibrações livres, são obtidas de (II.16) fazendo-se: 
F o e e o, 
resultando em: 
MU+KU=O (II.23) 
cuja solução pode ser do tipo 
onde 
~ = p (cos wt + B) (II.24) 
w e uma freqüência natural de oscilação 
p e um vetor de amplitudes máximas dos deslocamentos 
B e um ângulo de fase 




l - -1 
i = 1, n (II. 25) 
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que e a equaçao de um problema de autovalor, cuja solução forn~ 
2 ce um conjunto de n pares de autovalores e autovetores (w , f ), 
i i -i = 1, n, onde n e o numero de graus de liberdade da estrutura, 
discretizada pelo Método dos Elementos Finitos. Os autovetores 
apresentam a propriedade de ortonormalidade em relação às matri 
zes de massa e rigidez: 
PT M p { 1 se i=j - o se i/j 
l J 
(II.26) 
<j, T K 
2 
i=j <P { w. se - 01 ifj l J se 
(II.27) 
Esta propriedade pode ser demonstrada, reunin 
do-se os n autovetores <j, na matriz modal <j, e os autovalores 
7 l 

























ordenados em ordem crescente, ou seja, 
2 2 
(w 1 < w 2 




Portanto, as n equaçoes (II.25) podem serre-
escritas como: 
K <j, M <j, A - - - (II.30) 
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Pré-multiplicando ambos os lados da equaçao 
(II.30) por ~T, obtém-se: 
(II.31) 
Sendo K e M simétricas, ~T K ~ e ~T M ~ tam-- -- ---
bérn o sao (4). Analisando-se a equação (II.31), verifica-se que 
ela indica que uma matriz simétrica é igual ao produto de urna ma 
triz simétrica por urna matriz diagonal. Isto será verdade se 
pT ~ p e pT M p forem, também, diagonais. Pode-se escrever que: 
~T K ~ ~ rkiJ - (II.32) 
PT M p ~ f: l - Lmii~ (II. 33) 
As equaçoes (II.32) e (II.33) representam as 
matrizes de massa e rigidez generalizadas. Se os autovetores fo 
rem normalizados em relação à matriz de massa, chega-se a: 
(II . 34) 
(II. 35) 
onde 
I e a matriz identidade 
A análise dos resultados obtidos permite con-
cluir que, em conseqüência da ortogonalidade, os autovetores são 
linearmente independentes, formando uma base no espaço vetorial 
de definição de~ e M. Daí a vantagem de sua utilização como ba-
se de transformação de coordenadas, para a resolução do sistema 
de equações (II.16). 
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Para determinação das freqüências naturais e 
modos de vibração, ou seja, para se obter a solução do problema 
de autovalor (II.30) será utilizado, como já foi dito anterior-
mente, o Método de Iteração por Subespaço. 
O objetivo do método consiste na determinação 
dos "r" primeiros autovetores e autovalores que satisfazem às e-
quaçoes: 
K p = M p Í\ - - - (II. 30) 
<PT K <P = Í\ (II. 34) 
<PT M <P = I (II. 35) -
onde 
í w i 1 
1 2 1 
1 Wz 
1 Í\ = 
1 
e a matriz que contém os r 
1 2 1 
L WrJ 
primeiros autovalores, que correspondem aos quadrados das r mais 
baixas freqüências. 
<P = LÍ <P_ 1 <P • • • <P l contém os r autovetores, ou mo -2 - J r 
dos de vibração relacionados aos autovalores. 
Os autovetores <j, formam uma base M-ortonormal - -
do subespaço r-dimensional dos operadores K e~. subespaço este 
denominado E
00
• Deste modo, a iteração com r vetores linearmente 
independentes pode ser vista como uma iteração com um subespa-
ço. 
O Método de Iteração por Subespaço consiste, 
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basicamente, na combinação do Método de Iteração Inversa com a 
análise de Rayleigh-Ritz, podendo ser resumido nas seguintes e-
tapas: 
(a) São definidos q vetores de partida, ou vetores de 
iteração iniciais, linearmente independentes, onde 
q > r. Estes vetores de partida geram o subespaço 
E1 , prosseguindo a iteração até Ei convergir para 
E
00
• O método visa, portanto, a convergência do su~ 
espaço, e nao a convergência individual de cada ve 
tor de iteração para seu correspondente autovetor. 
Os vetores de partida constituem as colunas da ma-
triz !i· 
(b) Realiza-se uma iteração inversa simultânea: 
K X 
- -k+l 
passando-se do subespaço E para 
k 





o subespaço E 
k+l 
de Ritz do subes-
(e) A pesquisa da convergência do subespaço E é fei 
k+l 
ta com o auxílio do método de Rayleigh-Ritz, proj~ 




K X = X 
-k+l k+l - -k+l 
(II.37) 
-T 
M = X M X 
-k+l -k+l - -k+l 
(II. 38) 
Este procedimento e necessário para se manterem 
os valores absolutos dos elementos de X dentro de limites ra-
-k+l 
zoáveis e para forçar a convergência dos vetores de iteração pa-
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ra os correspondentes autovetores. 
(d) A seguir, resolve-se o problema de autovalor asso-
ciado aos operadores projetados, utilizando-se o 
Método de Jacobi generalizado: 
= M Q A (II.39) 
-k+l -k+l- k+l 
onde Q e a matriz que contém as coordenadas de 
-k+l 
Ritz da melhor aproximação aos autovetores no sub-
espaço E 
k+l 
(e) A melhor base no subespaço E , ou seja, a mais 
k+l 
próxima dos autovetores é obtida por: 
(II.40) 
Repetindo-se o ciclo iterativo, a convergência se-
ra obtida no limite: 
A + A e X + cj,, k + 00 (II.41) 
-k+l -k+l 
desde que os vetores em X nao sejam M-ortogonais 
-1 
a algum dos autovetores cj, , cj, , ... ~ . -1 -2 r 
De acordo com o item (a), a escolha dos veto 
res de partida constitui-se no primeiro passo do Método de Itera 
çao por Subespaço, sendo que a convergência depende do fato dos 
vetores formarem um subespaço de partida E o mais próximo possf 
1 
vel do E . Uma técnica eficiente, quando K e M são matrizes dia-
ganais, é a que considera estes vetores como unitários, com ova 
lor +l correspondendo aos graus de liberdade onde a relação k .. / 
ll 
/m .. seja a menor, k .. em .. elementos da diagonal de K e M, res 
ll ll ll - - -
pectivamente. Estes vetores são os autovetores correspondentes 
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aos menores autovalores, e a convergência é alcançada com uma i 
teração. De uma maneira geral, utiliza-se um algoritmo em que a 
primeira coluna de M X e a diagonal de~, garantindo-se que to 
- -1 -
dos os graus de liberdade que possuam massa sejam excitados. As 
demais colunas de M 
responde às menores 
X 
-1 
são vetores unitários, cujo valor +l co~ 
relações k .. /m ... 
ll ll 
Este processo apresenta 
boa convergência, mas há casos em que outros procedimentos são 
mais eficazes. Nas diversas análises durante o projeto, a estru 
tura sofre pequenas alterações na massa, rigidez, etc ... , pode~ 
do os autovetores obtidos de uma análise anterior, constituíre~ 
-se num conjunto de vetores de partida bem mais eficiente. 
As referência (3), (4) e (5) abordam, deta-
lhadamente, o Método de Iteração por Sub espaço. 
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C A p r Tu Lo III 
ANÁLISE DINÂMICA DETERMINfSTICA DE ESTRUTURAS 
III.l - INTRODUÇÃO 
Serão abordados, neste capítulo, dois métodos para 
determinação da resposta de uma estrutura submetida a carregamen 
to dinâmico determinístico: o Método de Superposição Modal com 
a Técnica de Correção dos Modos Superiores para a determinação 
da resposta permanente do domínio da freqüência e o Método Direto 
para a determinação da resposta permanente de estruturas submeti 
das a cargas de alta freqüência de excitação. 
O modelo determinístico de análise e aplicado 
quando se deseja determinar a resposta de uma estrutura submeti-
da a solicitações dinâmicas, cuja variação no tempo é totalmente 
conhecida. r o caso, por exemplo, das solicitações de equipamen-
tos mecânicos, que podem atuar, inclusive, a um nível bem eleva-
do de freqüência de excitação. Este caso será analisado no item 
III.3, constituindo-se num caso particular do item III.2.3. Uma 
outra aplicação importante do modelo determinístico é a determi-
naçao da resposta de estruturas submetidas à ação do mar, como 
as estruturas offshore. Sabe-se que o mar e um fenômeno ambien-
tal, com características aleatórias, onde a aplicação de um mod~ 
lo aleatório de análise é mais conveniente. Pode-se, no entanto, 
aplicar uma análise determinística, tratando-se o mar como uma 
série de ondas unidirecionais discretas periódicas, ou estados 
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de mar, caracterizados pelos períodos e alturas de ondas, deter 
minados através de estudos estatísticos (12,13). As ondas sao 
desenvolvidas em série de Fourier, cujos termos são as parcelas 
de carga periódicas, harmônicas, sendo que a ação sob a estrutu-
ra pode ser estudada através da resposta permanente, que sera 
desenvolvida no item III.2. 
Existem diferentes métodos determinísticos de 
análise, visando a obtenção da solução da equação (II.16) que 
traduz o equilíbrio dinâmico de um sistema estrutural discreti-
:zado pelo Método dos Elementos Finitos (Capítulo II). Estes méto 
dos podem ser resumidos em: 
(a) Integração direta do sistema de equaçoes no domínio 
do tempo, utilizando-se coordenadas físicas. 
(b) Aplicação de uma transformação para coordenadas g~ 
neralizadas (modais) das equações no domínio do tem 
po, resultando num sistema de equações desacopladas. 
(c) Solução permanente (steady-state) no domínio da fre 
qüência utilizando-se coordenadas físicas. 
(d) Solução permanente no domínio da freqüência utili-
zando-se coordenadas generalizadas (modais). 
A aplicação de cada um destes métodos depende 
do tipo de estrutura e do tipo de solicitação, buscando-se até~ 
nica que permita a obtenção da solução o mais precisa possível, 
com o mínimo de esforço computacional. 
Analisando-se cada um dos itens de (a) a (d) 
verifica-se que os métodos de integração direta no domínio do 
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tempo sao os mais precisos e podem ser aplicados para qualquer 
tipo de carregamento e estrutura, com comportamento linear ou 
não-linear. No entanto, para estruturas com mui tos graus de li-
berdade, a integração passo a passo exige um grande esforço com 
putacional para se chegar à convergência da solução. Neste caso, 
o Método de Superposição Modal se apresenta como uma técnica vi 
ável, que requer um esforço computacional menor. Sendo a excita 
ção periódica, a solução no domínio de freqüência é ainda mais 
rápida, apesar de ser sua aplicação restrita aos casos em que o 
sistema de equações diferenciais (II.16) seja linear. Para os ca 
sos de não-linearidade, têm sido desenvolvi dos estudos visando-se 
adequar a solução no domínio da freqüência através de técnicas 
de linearização equivalente (15). 
O presente trabalho visa apresentar um método 
de análise dinâmica de sistemas estruturais lineares, submetidos 
a carregamento periódico. 
III.2 - RESPOSTA PERMANENTE (S;teady-S;ta;te) ATRAVSS DO MfTODO DE 
SUPERPOSIÇÃO MODAL 
Neste item serao apresentados o Método de Su-
perposição Modal, a técnica da correção estática dos modos supe-
riores e a resposta permanente. 
III. 2 .1 - Mê;ta da de S u.pv,pa.6.{,ç.ão Ma dal 
Como já foi visto no Capítulo II, o equilí-
brio dinâmico de um sistema estrutural linear, discretizado pelo 
Método dos Elementos Finitos, resulta no seguinte sistema n x n 
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de equaçoes diferenciais de 2~ ordem (onde n e o numero de graus 
de liberdade do sistema): 
~ ~Ct) + e Ü(t) +; ~Ct) = ~Ct) (II.16) 
onde 
M -e a matriz de massa 
e e a matriz de amortecimento 
K - a matriz de regidez e 
~(t) de deslocamentos 
. -e um vetor varia veis no tempo 
. . -
~ (t) e um vetor de velocidades variaveis no tempo 
~ (t) - de acelerações --e um vetor var1aveis no tempo 
~ (t) contém as componentes de forças nodais 
.-var1aveis 
no tempo 
Este sistema de equaçoes, em coordenadas fÍsi 
cas, pode ser resolvido por intermédio de um método que utilize 
uma transformação de coordenadas, resultando num conjunto de e-
quações diferenciais independentes e desacopladas. Uma transfor 
mação de coordenadas, usualmente aplicada e eficiente, e a que 
utiliza os modos de vibração como coordenadas generalizadas: 
onde 
u = p ~ (III.l) 
X é o vetor de coordenadas modais generalizadas, variá-
veis no tempo; 
~éa matriz de transformação ou matriz modal. 
A matriz p representa todos os modos de vibr~ 
çao da estrutura, contendo os n autovetores associados ao probl~ 




K <P o (III.2) 
(III. 3) 
A é a matriz diagonal que contém os quadrados das fre-
qüências naturais: 





A = 1 
2 
1 (III.4) 
1 o 1 
1 w2 1 
L n J 
Este problema de autovalor foi resolvido no 
item II.3, onde se verificou que, se os autovetores forem norma 
lizados em relação à matriz de massa, chega-se a: 
onde 
p T K 1' A - (III.S) 
p T M 1' = I - (III. 6) 
p T k e 1' = 2 A 2 [, = e - (III.7) 
§éa matriz diagonal que contém as frações do amorte~ 
cimento crítico correspondentes a cada modo: 




F; = 1 1 (III. 8) 
1 1 
1 1 
1 'n 1 L J 
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Sendo possível se utilizar o amortecimento di 
to proporcional, a matriz de amortecimento, após ter sido pré e 
' pós-multiplicada pela matriz modal, resulta na matriz diagonal 
apresentada em (III. 7), ou seja: 
1 2 wl !;l l 
1 o 1 
1 2 wz !; 2 1 
0 = 1 1 (III. 9) 
1 1 
1 o 1 
1 2 w !;n 1 
L n J 
Este fato é de grande importância no Método 
de Superposição Modal, para que sejam obtidas equações desacopl~ 
das. 
Aplicando-se a transformação modal (III.l) em 
(II.16), obtém-se: 
~ p ~ + ~ p ~ + ~p~ = f(t) (III.10) 
Pré-multiplicando ambos os lados da equa-
çao (I I I.10) por <1>1 e utilizando-se as propriedades (III. 5) , 
(III.6) e (III. 7), obtém-se o sistema de equações desacopladas: 
. 
X + 0 X + J\ X (III .11) 
A utilização de todos os modos de vibração 
como coordenadas generalizadas, apesar de não introduzir aproxl 
mações nos resultados, acarreta um excessivo esforço computaci~ 
nal. Considera-se, portanto, na análise, apenas a fração dos m~ 
dos de vibração associados às mais baixas freqüências, supond~ 
-se que ·estes modos permitam uma boa aproximação para a solução 
exata. 
28 




• contém os modos corresp~ndentes as r mais baixas !r 
freqüências; 
• contém os n-r modos restantes. !s 
Assim, o vetor de deslocamentos pode ser ex-
presso como uma combinação linear dos modos de vibração através 
da relação: 
U = <I> X= [Tr• Ts] 
onde 
U = <j, X -r -r -r 
u + u 
-r -s 
e o termo correspondente ao r primeiros modos e 
U = <j, X 




e a contribuição dos modos superiores de vibração, normalmente 
desprezada. 
O sistema de equaçoes (III.11) se reduz as 
seguintes r equaçoes: 
• 
X + 8 X + A X 
-r -r -r -r -r 
= <PT F(t) 
-r -
o que corresponde a introduzir a seguinte aproximação: 
r 




Supõe-se, portanto, que a resposta da estru-
tura possa ser representada pelos r primeiros modos de vibração, 
relacionados às mais baixas freqüências de vibração, sendo 
r << n. 
Nas estruturas em que o interesse principal 
focaliza-se na determinação de deslocamentos, velocidades, ace-
lerações e forças de inércia, esta afirmação é válida, pois a 
convergência dos resultados é rápida, mesmo para poucos modos 
de vibração. Porém, no cálculo dos esforços com a utilização de 
um número reduzido de modos, poderão ser obtidos valores demasia 
damente discrepantes dos reais, o que se torna particularmente 
prejudicial na análise da fadiga, onde as tensões devem ser ava 
liadas com um suficiente nível de precisão. 
Verifica-se que estas imprecisões que surgem 
na utilização do Método de Superposição Clássico, são devidas às 
componentes de carga normais aos modos considerados na análise, 
ou seja, os modos de vibração empregados não são capazes de re-
presentar a totalidade do carregamento. Daí se concluir que ava 
lidade de se truncar as coordenadas modais depende do tipo de car 
regamento atuante. Aumentar o número de modos de vibração, de mo 
do a se obterem melhores resultados, pode não se constituir nu~a 
boa estratégia de solução, como é verificado nos exemplos anali-
sados no Capítulo VI, pois, em muitos casos, a convergência só é 
alcançada utilizando-se praticamente todos os modos de vibração. 
Vários esforços para melhorar a solução são 
encontrados na literatura, adicionando-se à resposta dinâmica a 
resposta quasi-estática relacionada aos modos truncados. As car 
gas atuando numa estrutura amortecida são suportadas por uma so 
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ma das forças elásticas, forças de amortecimento e forças de i-
nércia, e a contribuição de cada parcela depende da relação en-
tre a freqüência natural e freqüência dá carga aplicada. A resi~ 
tência devida à inércia e amortecimento pode ser significativa a-
penas para os modos correspondentes às freqüências mais baixas e 
desta forma a resistência relativa aos modos supe:ti,ores pode ser 
estimada como um problema estático onde o vetor de cargas e a 
parcela do carregamento desprezado pela utilização de apenas uma 
fração dos modos naturais. 
Uma técnica interessante foi introduzida por 
Maddox em 1974 (18), mais tarde discutida por Hansteen e Bell 
(19) e por Clough e Wilson (20). A idéia básica é a aplicação do 
Método de Superposição Modal utilizando poucos modos, mas intro-
duzindo urna correção estática de modo a considerar a contribui-
ção dos modos superiores, desprezada na análise dinâmica. Esta 
técnica foi a adotada no presente trabalho. 
III. 2. 2 - CoJz.Jz.eç.ão E,1,tá,t~c.a. do-<1 Modo-<1 SupeJz.~oJz.e-<1 
O vetor de cargas em coordenadas modais, de-
finido na equaçao (III .11) pode ser expresso como: 
R = q, T ~ (t) ·[ :n F (t) = [!:] (III.18) 
onde 
R -r 
= q, T 
-r F (III.19) 
R = q, T F -s -s (III.20) 
Utilizando a equaçao (III.6), o vetor de car 









(cj, T) M ~)= ( cj, T) I - (III. 21) 
-1 -1 (p T) . R (cj,T) . (cj,T F) - - (III.22) 
(III. 23) 
R = F (III. 24) - -
Aplicando a equaçao (III.23) em (III. 24) ob-
(III.25) 
F=M[Tr• "' 1 [ ~r l _ !sJ R 1 - ~r + ~s 
-5 J 
(III. 26) 
A parcela de carga desprezada, em termos de 
F F F = M Pr R -5 -r - -r (III.27) 
F = F - M Pr 
cj,T F 
-5 - - -r - (III.28) 
A correção dos deslocamentos e dada por: 
U = K-l F 
-c - -s (III. 29) 
Finalmente, determina-se o deslocamento por: 
u = u + u (III.30) 
r c 
Deve-se observar que esta correçao é obtida 
computando-se apenas os primeiros r autovetores, apresentando-se 
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a correçao estática dos modos superiores como uma técnica atrati 
va no cálculo da resposta de estruturas através da superposição 
modal, pois não exige esforços computacionais adicionais signifi 
cativos, permanecendo as vantagens da utilização do Método de Su 
perposição Modal. 
III.2.3 - Reapoata Penmanente (Steady-State) 
Verifica-se que a resposta de um sistema es-
trutural linear, submetido a uma excitação harmônica de caráter 
permanente (steady-state), e do mesmo tipo da excitação, ou se-
ja, um movimento harmônico de mesma freqüência. 
Voltando ao sistema de equaçoes diferenciais 
do movimento: 
M U + C Ü + K U = ~(t) (II.16) 
o vetor de cargas nodais F (t) , para uma excitação harmônica, po-




e (III. 31) 





o módulo e e 
R F (cose + i sen e ) (III.32) = 
a fase para cada grau de li,be'rdade. 
w e a freqüência de excitação do carregamento 
Portanto, quando a excitação for expressa por 
(III.31) a solução do regime permanente do sistema de equações 





U e um vetor de amplitudes complexas do tipo: -o 
R R 




sendo U o módulo e 8 a fase para cada grau de liberdade. 
A solução homogênea da equação (II.16) se cons 
titui na resposta transiente da estrutura. 
Os vetores de velocidades e acelerações, U(t) 
e y(t) ,respectivamente, são obtidos atrav6s de derivação no tem 
po: 
• R dU (t) R iwt R U(t) = dt 
= l w u e = i w u (t) 
-O 
(III. 35) 
.. R d2U(t) R wz iWt R - wz !! (t) = - 'lo e !! (t) 
dt 
(III. 36) 
Substituindo (III.33), (III.35) e (III.36) em 
(II.16), chega-se a: 




~ (w) u = F -O -o (III. 38) 
u = '.! (w) F -O -O (III.39) 
onde 
'.! (w) [-w 2 M iwC 
1-l 
+ + ~ J - (III.40) 
e a resposta em freqüência do sistema estrutUraL. 
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O sistema de equaçoes (III.37) pode ser resa} 
vida aplicando-se o Método de Superposição Modal, apresentado 
nos itens III.2.1 e III.2.Z . 
Aplicando-se a transformação modal, o vetor 
de deslocamentos é expresso por: 
onde 
y(t) = q,X(t) (III.41) 
X e um vetor que contém as amplitudes complexas das coar 
-O 
denadas modais generalizadas do tipo: 




sendo X o módulo e 0 a fase correspondente à ·cada modo. 
Substituindo-se (III .41) em (III. 37), obtém-
-se: 
(-w 2 M + iwC + K) q, X = F 
-O -O 
(III. 43) 
Pré-multiplicando por pT e aplicando-se 
, . 
as propriedades (III.5), (III.6) e (III. 7), obtem-se o sistema 
de equaçoes desacopladas: 
( -w 2 I + iw 0 + fl) X 
- - -O = 12 (III.44) 
No Método de Superposição Modal sao utiliza-
dos apenas os r primeiros modos de vibração, ficando o sistema 
(III.44) reduzido às equações: 
onde 
C
_,.,.2 + -2 ~ iw 8 . + w . ) X . 
J J OJ 
T 
= q,. F = p. , j =l, 2, .•• , r 
-J -O J 
(III.45) 
w- e a freqüência natural correspondente ao modo de vibra 
J 
çao <P .• 
-J 
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A solução da equaçao (III.45) e obtida da se 
guin te forma: 
R P· 
X ; -2 2 OJ i we.) Cwj w + J 
j; 1,2, ... ,r (III. 46) 
Pode-se obter a parcela do vetor de desloca-
mentos, correspondente aos r primeiros modos, a partir da equa-
ção (III.41) através do somat6rio: 
onde 
R r u (t) l: <P . X. (t) R ; -r j ;1 -J J 
u (t) R u eiwt ; -r -O r 
r 
u ; l: <P • X -O j ;1 -J OJ r 
X . e dado por (III.46) 
OJ 
r Í&\t 
l: <P • X e 




ca desenvolvida no 
A correçao estática é obtida atrav,és da- técni 
item III.2.2. Desta forma; ~voltando a equaçao 
(III.28) e substituindo-se o vetor de cargas nodais pela excita 
çao harmônica dada em (III.31), resulta em: 
(III. 50) 
A correçao dos deslocamentos e dada por: 
U (t) R K-l(F 
-c ; - -o - M T F ) 'Pr 'Pr -o (III.51) 
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Finalmente, chega-se a expressao para os des 
locamentos: 




<jJ. X + K- 1 (F -M q, q,T ~ 0 )] 
itl) t (III.53) 
-J OJ _ -O - -r -r e 
onde 
r 
K-l(F -M <jJ <PT u = ,: <jJ. X + f o) (III.54) -O j=l -J oj - -O - -r -r 
Os vetores de velocidades e acelerações sao obti 
dos a partir das equaçoes (III.35) e (III.36): 
Ü(t) R iw u e t) (III. 35) = 
U(t) R 2 u (t) (III. 36) -w = 
onde 
y(t) e dado pela equaçao (III. 53) 
Nos casos em que a estrutura está submetida 
a carregamentos resultantes de diferentes fontes de excitação, 
com diferentes frequências e fases, a análise deve ser feita p~ 
ra cada fonte em particular, obtendo-se a resposta da estrutura 
ao carregamento combinado através do somatório, no tempo, das 




U . ( CO S ( W. t + 0 J.)) , 
J J 
(III.55) 
onde n e o número total de parcelas de carga ou fontes. 
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Este procedimento é o adotado ao se fazer a 
análise da açao das ondas do mar sobre estruturas offshore, atra 
vés de métodos determinísticos. 
O mar, apos ser discretizado em estados de 
mar constituídos de ondas periódicas,tem estas ondas desenvolvi-
das em série de Fourier, onde o período fundamental é o período 
característico do estado de mar. 
Desta·forma, é feita uma análise para cada 
termo da série, que é tratado como uma fonte de excitação harmô 
nica e permanente. 
III.3 - RESPOSTA PERMANENTE PARA ALTAS FREQÜENCIAS ATRAVJÕS 
DO MIÕTODO DIRETO 
Um caso particular de resposta permanente, e 
aquele em que a freqüência de excitação é tão elevada, que as 
forças de amortecimento da estrutura tornam-se desprezíveis, c~ 
racterizando-se na resposta o predomínio das forças de inércia. 
Para esta análise sera estudado, inici-
almente, o caso de um sistema estrutural com um Único grau de li 
herdade, amortecido, submetido a carregamento permanente. 
Neste caso, o sistema de equaçoes (II.16) se 
reduz a: 
m ü + cú + ku = f(t) (III.56) 
onde 
me a massa 
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c e o coeficiente de amortecimento 
k e a rigidez da mola 
u, ü, ü são o deslocamento, velocidade e aceleração 
variáveis no tempo 
f(t) e a força aplicada 
O termo mu é denominado força de inércia. 
Considerando que o carregamento seja do tipo 
periódico, ou seja: 




(cos wt + i sen wt) (III .57) 
a resposta sera do mesmo tipo: 




w e a freqüência de excitação 
Substituindo (III.58) e (III.57) em (III.56), 
obtém-se: 




0 (-w 2m + iwc + k) 
(III.60) 
A equaçao (III.58) pode ser expressa da forma: 
R po iwt 
u(t) == T H(w) e (III.61) 
que corresponde a se separar a resposta u(t) numa parte estática, 
Po 
representada por -k , e numa parte dinâmica, representada por 




2 (k + iwc - w m) 
(III.62) 
e a resposta em freqUência do sistema. 
mo: 
1 u(t) 1 
A amplitude da resposta pode ser expressa co 
= 
IH (w) 1 
k 
(III. 63) 
onde, através de álgebra complexa, chega-se a: 
[ H(w) 1 k = 
1 2 2 2 212 (k-w m) + w c 
(III .64) 
que e o fator de amplificação dinâmica. 
Da análise de um sistema equivalente, nao a-
mortecido, sem cargas atuando, obtém-se: 
mu + kü = o (III.65) 
ou 
k 
ti o (III.66) u + = m 
onde 
k = -2 w e o m quadrado da frequência natural do sis-
tema (III.67) 
Considera-se que o amortecimento seja visco-
50, do tipo 
c = Zm w i'; (III.68) 
onde 
i'; e a fração do amortecimento crítico 




Esta equaçao é importante para a análise da 
resposta de um sistema a excitações periódicas, podendo-se tirar 
algumas conclusões importantes a partir do valor assumido por 
JH(w) 1. Na figura III.l é apresentado um gráfico da amplificação 
dinâmica, JH(w) 1, em função das razões w/w. Pode-se observar 
que, para w/w << 1, JH(w) 1 ~ 1, e a resposta do sistema é dada 
por: 




ou seja, e uma resposta estática ou quase_estática. 
(III. 70) 
Quando w/w = 1, JH(w)J = 1/21;, sendo que para 
i; = O ocorre o fenômeno de ressonância. 
Para w/w >> 1, JH(w) 1 -+ O e a resposta é 
dominada pela força de inércia, não havendo influência do amorte 
cimento. Este e o caso das freqüências altas de excitação. 
Todo este desenvolvimento, visando sistemas 
com um grau de liberdade, pode ser extendido para sistemas com 
muitos graus de liberdade. Sendo w muito alto, a relação w/w te~ 
de a se tornar cada vez maior, podendo-se verificar que a influ-
ência do amortecimento sobre a resposta é desprezível. 
Com base nestas conclusões, pode-se escrever 
a equaçao (II.16) como sendo: 

























l!I E; = 0,05 
(!) E; = 0,10 
.... E; = O, 15 
+ E; = 0,25 
X E; = 0,50 
~ E; = 1. 00 
o 
~+---.---.---.---.---.---.---r----r---..---,---,----,,----,c--'--,---.-
0 o.oo 0,110 0,80 1,20 1,60 2,00 2,110 2,80 
w / w 
FIGURA 111,1 CURVAS DE AMPLIFICACA~ DINAMICA 
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onde 
C = O pois sua influência é desprezível. 
Sendo a excitação harmônica, de caráter perm~ 
nente, do tipo: 
F(t) ~ ~o iwt e (III.72) 
procede-se ao mesmo desenvolvimento do item anterior, chegando-
-se a resposta: 
!!Ct) R !!o iwt e (III. 73) 
Substituindo (III. 73) em (III. 71), obtém-se: 
(III. 74) 
Portanto, a solução é simplesmente obtida a-
través da resolução da equação matricial: 
K U = F 
- -0 -O 
(III. 75) 
onde 
K = K w2M, sendo w a frequência de excitação. 
Para estruturas submetidas a vários carrega-
mentos do tipo permanente com frequência alta, a resposta é de-
terminada através do somatório das respostas para cada carrega-
mento, à semelhança do item anterior. 
43 
e A p r Tu Lo IV 
ANÁLISE DINÂMICA ALEATÕRIA DE ESTRUTURAS 
IV.l - INTRODUÇÃO 
No capítulo anterior, apresentaram-se técnicas 
de solução aplicadas aos casos de sistemas estruturais submetidos 
a solicitações determinísticas. Através da análise aleatória, e 
possível avaliar a resposta de sistemas estruturais submetidos a 
solicitações de caráter aleatório, bem como considerar a incert~ 
za no conhecimento das propriedades dinâmicas da estrutura. A an~ 
lise aleatória se torna particularmente importante no tratamento 
de fenômenos ambientais, tais como a ação das rajadas de vento e 
ondas do mar. A resposta de estruturas submetidas a ação do mar, 
como as estruturas offshore, pode ser avaliada através de uma ana 
lise determinística, mas os resultados obtidos através de uma ana 
lise aleatória são bem mais realistas devido à possibilidade de 
uma representação mais adequada dos estados de mar, principalmen-
te para grandes profundidades de lâmina d'água. 
Neste capítulo serão apresentados, inicialmen-
te, os conceitos estatísticos básicos necessários para o desenvol 
vimento do método de análise aleatória, apresentados no item IV.2. 
U ti li za-se, também, a transformada de Fourier como ferramen-
ta para avaliar a densidade espectral. A relação entre a excita-
çao e a resposta é avaliada no item IV.3. 
Foram utilizadas, neste capítulo, as referên-
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cias bibliográficas (1, 9, 12, 13 e 21 a 26). 
IV.2 - CONCEITOS BÁSICOS DE ANÁLISE ALEATÕRIA 
IV.1.1 - Pnoee66o6 E6~aelon~nlo6 e Eng5dleo6 
A excitação de caráter aleatório nao permite a 
determinação de uma lei de variação no tempo, baseando-se ares-
posta de estrutura em previsões, não havendo, portanto, possibill 
dade de se garantir a ocorrência de valores pré-fixados da excita 
çao para um certo instante. Para a análise de um fenômeno aleató-
rio real, há necessidade de se considerar não apenas um Único re-
gistro, mas a totalidade dos possíveis registros produzidos por 
idênticos experimentos sob as mesmas condições, cujo conjunto e 
denominado de processo aleatório. A figura IV.l representa um pr~ 
cesso aleatório, formado por um conjunto xk(t), k = 1, 2, ... , n 
de registros em função de uma variável independente t. Observa-se, 
na figura IV.l, que para um dado instante t = t
1
, é possível se 
determinar os valores esperados (média, variância, etc ... ) sobre 
todo o conjunto xk (t) , k = 1 , 2 ' 3, ... . A média dos valores 
xk (t) , para t = tl, pode ser escrita como: 
n 
E[ x(t1)J= lim 
1 
l: xk (tl) (IV.l) n 
n+oo k=l 
No caso geral, os valores calculados por (IV.~ 
para um tempo t = t 1 , serão diferentes dos valores calculados pa-
ra um outro tempo t = t 2 . No caso particular em que os valores e~ 
perados de x(t) forem independentes no tempo, o processo aleató-
rio será dito estacionário. Um processo aleatório estacionário se 
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Figura IV-1 - Conjunto de registros no tempo de um processo 
aleatório. 
, ( t 1 
Figura IV-2 - História no tempo de um sistema submetido a 
vibrações aleatórias. 
Figura IV- 3 - História no tempo de um processo aleatório 
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rá denominado ergódico, se cada registro for estatisticamente e-
quivalente aos demais, ou seja, qualquer um dos valores espera-
dos, calculados sobre o conjunto dos registros, será igual ao cal 
culado, ao longo do tempo, sobre um mesmo registro. Tudo o que s~ 
rá visto no restante deste capítulo é particularizado para este 
caso. 
IV.2.2 - Função Ven~idade de PnobabiLidade de 1~ Ondem 
A função densidade de probabilidade de 1~ or-
dem e definida, de um modo geral, por: 
Prob (x < x(t 0) ~ x + dx) = p(x) dx (IV.2) 
Supondo-se conhecido um conjunto de valores 
no tempo de x (t) , conforme a figura IV. 2, que compõem a sua his-
tória no tempo, e assumindo-se que as características estatísti-
cas de x(t) nao variem no tempo, pode-se, através deste 
registro, determinar a função densidade de probabilidade de 
x(t). A figura IV.3 é a história no tempo, ou o registro, de um 
processo aleatório x(t), onde as regiões hachuradas correspondem 
aos intervalos de tempo para os quais x ~ x(t) < x + dx. O tempo 
total, durante o intervalo T, em que x(t) assume valores entre 
x ex+ dx, é dado por (dt 1 + dt 2 + dt 3 + dt 4). A função densida 
de de probabilidade é dada por: 
(dtl + dt2 + dt3 + ... ) 
p (X) dx = 
T 
l: d t 
T 
onde o intervalo de tempo T deve ser infinito. 
(IV. 3) 
Em resumo, para uma variável aleatória x con-
tínua, e com intervalo de variação -oo < x < oo, a função densida-
47 
de de probabilidade e definida pelas seguintes propriedades: 
p (x) > O (IV.4) 
r
00 




Um caso particular, que ocorre com frequência, 
é a distribuição de probabilidade da figura IV.4, denominada dis 
tribuição normal ou Gaussiana, expressa por: 
p(x) ; 1 e 
2 2 - (x-m) /Zo 
(IV. 7) 
Os valores de me o serao definidos no próxi-
mo item. 
IV.2.3 - Valoneh Ehpenado~ pana uma Van~âvel 
O valor esperado de uma função f(x) e defini-
do por: 
; roo f(x) p (x) dx 
Loo (IV.8) 
onde 
p(x) e a função densidade de probabilidade. 
Os valores esperados mais utilizados na ana-
lise da resposta a excitações aleatórias, são a média, o valor 
médio quadrático, a variãncia e o desvio padrão. 
O valor médio, ou média, E(x), de uma função 
que representa a história no tempo de um processo aleatório, no 
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o m l 
Figuro IV- 4 - Densidade de probobilidode de primeiro ordem de um 
processo normal ou gaussiano. 
p (, 1 
Figuro IV- 5 - A ··área hochurodo fornece o valor do função de 
distribuição de probabilidade P(x). 
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intervalo de tempo T, e definido de modo a que a equaçao abaixo 
seja verdadeira: 
(E[x])T = rT x(t) dt 
lo 
Portanto, a média e dada por: 




A integral da equaçao (IV.10), pode ser expre~ 
sa como o somatório ao longo do tempo do produto x(t) pela fra-
ção do tempo durante a qual x(t) assume valores entre x e x+dx, 
ou seja: 
E [x] = E X (t) dt (IV.11) T t 
Através da equaçao (IV. 3), tem-se que: 
E [x] = z x p(x)dx (IV.12) 
X 
Aplicando-se (IV.11) e (IV.12) em (IV.10), re-
sul ta: 
X = E [x] p(x)dx (IV.13) 
O valor médio quadrático de x(t) e definido co 
2 
X , OU mo o valor médio de seja: 
(IV.14) 
Aplicando-se o mesmo procedimento desenvolvi-
do para a média, chega-se a: 
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roo 2 
= 1 x p (x) dx 
J-oo 
(IV.15) 
O desvio-padrão de x, denotado por a, e ava-
riância, denotada por a 2 , são definidos como: 
(IV.16) 
A equaçao (IV.16) pode ser desenvolvida, re-
sul tando em: 
Portanto, a variância e dada por: 
(IV.18) 
O desvio-padrão, a, e definido pela raiz qua-
drada positiva da variância. 
Voltando à distribuição de Gauss, definida em 
(IV.7), é possível determinar os valores de me a. Aplicando as 
equaçoes (IV.13) e (IV.15) em (IV. 7), obtém-se: 
roo 1 {oo X 2 2 E [xJ 1 X p (X) dx = -(x-m) /Za dx = e 
J-oo /z-ira J_oo 
(IV.19) 
e 
roo 2 1 rx 2 2 2 E [x2] = 1 -(x-rn) /Za dx x p (x) dx = e 
J_oo /z-ira J_oo 
(IV.20) 
Estas integrais podem ser calculadas através 
da mudança de variáveis: 
y = (x - m) (IV.21) 
Aplicando (IV.21) em (IV.19) e (IV.20), cheg.<3: 
-se a: 
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(y + m) e-y /Zo dy (IV. 22) 
J -oo 
1 2 2 (y + m)Z e-y /Zo dy (IV. 23) 
12n o 
Substituindo-se as integrais: 
r
oo -y2/2o2 /~ 
e dy = ; o (IV.24) 
J o 
r
oo -y2/2o2 2 
y e dy = o (IV. 25) 
Jo 
r
oo 2 2 
y2 e-y /2o dy = jf 0 3 (IV. 26) 
Jo 
Obtém-se, finalmente: 
E [x] = m (IV. 27) 
(IV. 28) 
Portanto, me o sao, respectivamente; a média 
e o desvio padrão da distribuição de Gauss. 
IV.2.4 - Função de V~~t~~bu~çãa de P~abab~l{dade 
A função de distribuição de probabilidade, 
P(x), e definida como: 
p (x) : rx p (x) dx (IV.29) 
) -oo 
Esta função pode ser interpretada como sendo 
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a area hachurada soh a curva de densidade de probabilidade da fi 
gura IV.5, podendo assumir valores entre O e 1, representando a 
probabilidade de que um certo valor de uma variável aleatória seja 
menor que x. 
Em particular, tem-se que: 
Prob (-oo < x < oo) = {
00 
p(x)dx = P(x = oo) = 1 
J -00 
(IV.30) 
Derivando-se a equaçao (IV.29) em relação a 
x, chega-se a: 
d P(x) = p(x) 
dx 
(IV. 31) 
Através da equaçao (IV.31) pode-se concluir 
que a função densidade de probabilidade é igual ã declividade da 
curva da função de distribuição de probabilidade. 
IV.2.5 - Função Ven~~dade de P~obab~l~dade de 2~ O~dem 
Além da função densidade de probabilidade de 
primeira ordem, pode-se definir, também, a função densidade de 
probàbilidade de 2~ ordem, p(x, y), definida da mesma forma e ex 
tendida a duas variáveis aleatórias x e y. Neste caso, a probabl 
lidade da variável randômica x(t) assumir entre x e x+dx, e da 
variável y(t) assumir valores entre y e y+dy é dada por 
p(x,y)dx dy, ou seja: 
Prob (x < x(t 0) < x + dx e y 2 y(t 0) 2 y + dy) = 
= p(x, y) dx dy (IV. 32) 
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A função densidade de probabilidade de 2~ or-
dem possui as seguintes propriedades: 
p(x,y) ~ O, para -oo < x < oo e -oo < y < oo (IV.33) 
-- rxb ryb p(x,y) dx dy (IV.34) 
!x !y 
a a 
= r 00 r 00 p(x,y) dx dy I (IV.35) 
J_oo J_co 
Na figura IV.6 está representada a função de~ 
sidade de probabilidade de 2~ ordem, que se traduz por uma supe! 
fície que contém um volume unitário, de acordo com a equação (IV . 
. 35) . 
Para se determinar a probabilidade de x(t
0
) ~ 
correr entre x e x+dx, independentemente do valor de y(t 0), apli 
ca-se a equação (IV.34), chegando-se a: 
= dx roo p (x' 
J -oo 
y) dy (IV.36) 
Esta probabilidade poderia ter sido obtida, 
a utilizando-se a função densidade de probabilidade de 1- ordem: 
Prob (x ~ x (t 0) ~ x + dx) = p(x) dx (IV.37) 
54 
., 
P 1,,y 1 
Figura IV-6 - Densidade de probabilidade de 2 ! ordem 
p 1 , , y 1 
-y 
Figura IV - 7 - Cálculo da função de densidade de probabilidade 
condicional. 
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As equaçoes (IV.36) e (IV.37) expressam o mes 
mo resultado, o que implica em: 
(°" 





p(x, y) dy 
Loo 
Da mesma forma, obtém-se para p(y): 
p(y) = (
00 





As equaçoes (IV.39) e (IV.40) definem p(x) e 
p(y) que sao as distribuições marginais de x e y, respectivamen-
te. 
Foi visto o caso de se especificar a densida-
de de probabilidade de x(t 0) ocorrer entre x e x+dx, independen-
te do valor de y. Será analisado, agora, o caso em que, estando 
y entre y e y+dy, deseja-se determinar a distribuição de x. Su-
pondo-se duas funções aleatórias x(t) e y(t), obtêm-se os regis-
tros no tempo variando-se t 0 arhitrariamente, obtendo-se pares 
de valores de x e y. Deste conjunto são selecionados os valores 
de y situados entre y e y+dy. Deste novo conjunto de valores ana 
lisa-se, então, a distribuição de x, obtendo-se a função de den-
sidade de probabilidade condicional para x em função de y, deno-
tada por p(xly). 
Na figura IV.7 está representada a função de~ 
sidade de probabilidade de 2~ ordem, onde o volume dV representa 
a probabilidade de x ocorrer no intervalo (x, x+dx) e y no interva 
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lo (y, y+dy). O volume da região hachurada V, representa a probi 
bilidade de -oo < x < 00 e y estar entre y e y+dy. 
Portanto, a probabilidade condicional pode ser 
deduzida como: 
p(xly)dx p(x,y) dx dy 
dy r p(x,y)dx 
J_oo 
(IV.41) 
Substituindo-se (IV.40) em (IV.41), obtém-se: 
p(xly) = p(x,y) 
p (y) 
(IV.42) 
No caso da distribuição de probabilidade con-
dicional de x ser independente de y, resulta: 
p (x I y) = p (x) (IV.43) 
Substituindo (IV.43) em (IV.42) obtém-se: 
p(x,y) = p(x) p(y) (IV.44) 
Esta é a condição de duas variáveis aleatóri-
as, x e y serem estatisticamente independentes, ou seja, quando 
valores de x e y são tomados como amostras, os valores amostra-
dos de x não sao influenciados pelos correspondentes valores a-
mostrados de y, e vice-versa. 
Um caso particular da função densidade de pr~ 
habilidade de 2~ ordem é a distribuição de Gauss de 2~ ordem, ex 
pressa por: 
p(x,y) = 1 








Zp xy (x-mx) (y-my) 1 
- ºxºy 1 
) 
m em sao os valores médios de x e y 
X y 








= E [ cx-mx) cr-mv)] 
ºxºy 
(IV. 4 7) 
IV.2.6 - Valo4 E~pe4ado de uma Função de 2 Va4~ãve~~ 
O valor esperado de uma função de duas variá-
veis, f(x,y), pode ser obtido por: 
f'" 
) -oo 
f(x,y) p(x,y) dx dy (IV. 4 8) 
IV.2.7 - C044elação e Cova4~âne~a 
Seja o conjunto de pares de valores de duas 
variáveis aleatórias x e y, onde cada par está representado por 
um ponto nos gráficos das figuras IV.Sa e IV.Sb. Na figura IV.Sa 
os valores de x e y de cada par não apresentam relação alguma, 




o o o 
o o o o o o o 
o o 
o o o 
o 
o o o ºº o 
o o o o o o 
o ' 00 o o o o ºº o 
o o o o o o oº o o o o 
o o o o o o o o 
o o 
o 
( a 1 X e / não apresentam correloçõo ( b J X e j apresentam corre loção 
Figura IV-8 - Correlação entre duas variáveis aleatórias x e y. 
y 
( o J Regressão de y em relação o x ( b J Re(Jressão de 1 em relação o 
Figura IV-9 - Retas de regressão para variáveis correlacionadas 
y-my y-my 
regressão de 1 em relação ,a y cr, o, o o o o 
o o 
o o o 
o o o 
o o o o o 
o o o 1- m1 o regreuõo ,de y em relação a 1 cr, o o 
o o o o 
o 
o o 
( a 1 f> =+l 1 b J f> = -1 (e) P,1 = o ,, ,, 
Figura IV-10 - Retas de regressão relativas a diferentes valores do coeficiente 
de correlação f'xy. 
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No caso da figura IV.8b, as variáveis mantem uma correlação entre 
si, que pode ser aproximada por uma reta, através da minimização 
do quadrado do desvio dos valores reais de y dos valores aproxi-
mados pela reta, conforme a figura IV.9a. Ajustando-se os eixos 
de tal forma que a origem esteja no centro de gravidade dos pon-
tos, a reta passará pela origem e terá a forma: 
y = mx (IV.49) 
O desvio de um valor y qualquer do valor apr~ 
ximado mx e dado por: 
t, = y - mx (IV.50) 
A média do quadrado do desvio e: 
(IV.SI) 
O mínimo se dará quando a derivada em relação 
a m for nula, ou seja: 
Zm E [x 2] - ZE [xy] = O (IV.52) 
Portanto: 
m (IV. 53) 




Da equaçao (IV.17), supondo-se que o valor me 
dio seja nulo, tem-se que: 
2 
ºx :;;; (IV. 55) 
e 2 
ºy = (IV.56) 
Substituindo-se (IV.55) em (IV.511), e dividin 
do-se ambos os lados de (IV.54) por ºy' obtém-se: 
(IV.57) 
A equaçao (IV.57) é a regressao linear de y 
em relação a x. Da mesma forma, chega-se a regressão linear de 
x em relação a y: 
X 
ºx 
= rE [xyJ 1 




(IV. 5 8) 
Caso as médias de x e y sejam diferentes de 
zero, as equaçoes (IV.57) e (IV.58) transformam-se em: 




ºy o o o l X y ) X 
(IV.59) 
e 
X - m 
{ E [ ( y-m~:~~-mx)] } 
y-m 







mx e o valor médio de x, -OU X 
m e o valor médio de y, ou y y 
O coeficiente de correlação, ou covariãncia 
normalizada, e dada pelo parâmetro: 




Este parâmetro representa o grau de dependên-
cia estatística entre duas variáveis aleatórias x e y. Para 
pxy ; :t 1, as equações (IV.59) e (IV.60) representam uma linha 
reta e a correlação é perfeita. Para pxy; O não há correlação, 
e as linhas de regressão são paralelas aos eixos x e y. Estes ca 
sos estão ilustrados na figura IV.10. 
A covariãncia de x e y e definida pelo valor 














Verifica-se que, quando x e y sao estatística 
mente independentes, cov (x, y) ; O. 
rias 
IV. 2. 8 - Vcilo1te<1 E<1pe1tcido<1 pci!tci n VM~iíve.ü Aleci-tô1t~a<1 
X. , 
l 
No caso de existirem várias variáveis aleató-
i ; 1 , 2 , . . . , n, com médias X- ' l variâncias o~ e covari l 
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âncias cov(x., x.), a média e a variância de uma nova variável a 
1 J 
leatória y, definida por: 
n 














n n - 21 _ 
a = E l: a.x. l: a.x.) J-y L 1 1 i 1 1 l 
n n 
= l: l: a.a. cov(x., X.) 
J 1 J 
1 J l 
(IV.65) 
Quando as variáveis aleatórias xi forem esta-
tisticamente independentes, ou seja, cov(x., x.) = O parai f j, 
1 J 




E a. cov(x., x.) = 
1 1 l 
1 
n 2 2 




IV.2.9 - Funçio de Auto-Co~~elaçio e Co~~elaçio C~uzada 
A função de auto-correlação representa uma me-
dida da informação que o valor de uma variável aleatória em um da 
do instante t fornece sobre o valor da mesma variável em um outro 
instante t + T , conforme ilustrado na figura IV.11, sendo defini 
da pela média do produto x(t) x(t+,). Como o processo é estacioni 
rio, o valor de E[x(t) x(t+,)] é independente do tempo t absolu-
to, dependendo, apenas, do intervalo,. Tem-se que: 
\ 








' ~ / 1\(\/ 




Figuro IV-11- Cálculo da função de auto-correlação. 
R,(r) 
E [ ,2] = CT 2+ m2 
-------------~-.-,.""" 
o r 
------------- - ü2+ mz 
Figuro IV-12- Propriedades da função de auto - correlação 
Rx (,) de um processo aleatório estacionário 
R,1(r) 
Figuro IV-13 - Propriedades da função de correlação cruzada 
R1y (?' l de dois processos estacionários x ( t) e 
y ( t ) ' 
onde 
R ('r) = E [x(t) x(t+-r)J 
X 
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R (,) e a função de auto-correlação para x(t) 
X 
(IV.67) 
Sendo x(t) estacionário, a média e o desvio-
padrão independem do tempo, obtendo-se: 
E[x(t)] = E[x(t+,)] = m (IV.68) 
e 
ºx (t) = o = x(t+,) o (IV.69) 
Desta forma, o coeficiente de correlação en-
tre x(t) e X(t+T), definido em (IV.61), é dado por: 
como 
R ( ,) 
2 
E [{x(t) - m}{x(t+T) - m} J - m 
= = X p 
oZ CJ 2 
Da equaçao (IV. 70) , tem-se que: 
2 
+ m 
-1 < p < 1, chega-se a: 





Quando o intervalo de tempo, tende a zero, 
as variáveis x(t) e x(t+,) se aproximam numericamente. No limite, 
quando,= O, as variáveis tornam-se completamente dependentes, 
obtendo-se: 
(IV. 73) 
Para intervalos de tempo muito grandes, quan-
do,~ oo, a função de auto-correlação decai rapidamente com o 
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crescimento de T, o que significa uma perda da dependincia esta-
tfstica entre os dois valores x(T) e x(t+T), não havendo correia 
ção entre estes valores, e, portanto, p +O.Em vista disso, a 
partir de (IV.70), chega-se a: 
(IV.74) 
Já que para os processos estacionários R (T) 
X 
depende apenas do intervalo de separaçao T, tem-se que: 
R (T) 
X 
= E [x(t) x(t+T)] = E [x(t) x(t-T)] = R (-T) 
X 
(IV. 75) 
Conclui-se que Rx(T) é uma função par de T. 
Todas estas observações, relativas à função 
de auto-correlação, estão ilustradas no gráfico da figura IV.12. 
As ·funções de correlação cruzada entre duas va 





Tratando-se de processos estacionários, cheg~ 
-se a: 
= E [x(t-T) y(t) J = R ( -T) yx (IV. 78) 
e 
R (T) = E [y(t-T) x(t)] = R (-T) yx xy (IV.79) 
De um modo geral, porém, R (T) e R (T) não xy yx 
sao iguais e nao são funções pares em T. 
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A partir da equaçao (IV.61), as funções de 
correlação cruzada podem ser expressas em função da covariância 
normalizada p, resultando em: 
R ('r) = CJ CJ p ( T) + mx my xy x y xy , (IV. 80) 
e 
(IV.81) 
Como -1 ~ p ~ 1, os valores limites das fun-
çoes de correlação cruzada sao: 
-CJ CJ + mx 
X y m < R (T) ·7 - xy 
< (J (J 
X y 
(IV. 82) 
Quando T + 00 nao há correlação entre x e y, 
e portanto: 
R (T + 00) + m m xy X y 
(IV.83) 
R (T + oo) + ~ m yx X 
(IV.84) 
Estas propriedades estão ilustradas na figu-
ra IV. 13. 
A densidade espectral terá seu desenvolvimen-
to realizado neste trabalho, utilizando-se a transformada de Fou 
rier. 
Uma função x(t), continuamente diferenciável 
por partes e periódica, pode ser sempre expressa através de uma 
série infinita de funções trigonométricas, ou série de Fourier. 
No entanto, o registro no tempo x(t) de uma função de um proces-
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so aleatório, nao é periódica e portanto nao pode ser represent~ 
da por séries discretas de Fourier. Além disso, para um processo 
estacionário, x(t) prossegue indefinidamente e a condição 
f
00
lxCt)I dt < OO (IV.85) 
J -oo 
que deve ser satisfeita para que seja possível a aplicação dai~ 
tegral de Fourier, não é verificada. Não é possível, portanto,~ 
valiar a transformada de Fourier de x(t) com o objetivo de se o~ 
ter informações sobre a composição de frequências do processo al~ 
atório. Esta dificuldade pode ser superada fazendo-se uma análi-
se de Fourier não das funções de amostragem, ou registros, mas 
da função de auto-correlação R (,). Isto é possível porque a fun 
X 
ção de auto-correlação fornece informações sobre as frequências 
presentes num processo aleatório indiretamente. Verifica-se que 
R (,) atinge valores máximos para valores de, para os quais x(,) 
X 
e x(t+,) estão em fase e valores mínimos para valores de, para 
os quais x(t) e x(,+t) estejam em anti-fase (21). Se o valor ze-
ro do processo aleatório x(t) é ajustado de tal forma que ova-
lor médio do processo m = E[x] seja zero, supondo-se que x(t) não 
tenha componentes periódicas, tem-se que: 
(IV.86) 
Portanto, e satisfeita a condição: 
(IV.87) 
Desta forma a transformada de Fourier de Rx(,) 
e sua inversa sao expressas por: 
1 
2,r 
Joo R (,) 
-oo X 
e -,U.llT dT (IV. ssr 
e 
onde 
R ( T) 
X 
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roo S () e{wT dw ; X W 
J -oo 
(IV.89) 
Sx(w) e a densidade espectral do processo x, função de w. 
Fazendo-se T; O e substituindo-se em (IV.89), 
tem-se que: 
roo 












O valor médio quadrático de um processo alea-
tório estacionário x, é, portanto, dado pela área sob o gráfico 
de densidade espectral S (w) contra w, de acordo com a figura 
X 
IV.14. A transformada de Fourier complexa pode ser expressa em 
termos da sua parte real e imaginária por: 
Sx (w) ; A(w) - iB (w) (IV.92) 
onde: 
A(w) 1 roo R (T) dT ; 2'11 COS WT 
J -oo X 
(IV.93) 
e 
B(w) 1 roo R (T) dT ; 2TI sen wT J -00 X 
(IV. 94) 
Sendo Rx(T) urna função par de Te sen wT urna 
função {rnpar, o produto Rx(T) senwT é urna função {rnpar e a inte-








Figuro IV- 15 - Densidade espectral de um processo aleatório de 'bando 
estreito. 
R, I T J 
T 
Figuro IV- 16 - Função de auto -correlação de um processo aleatório 
de bando estreito . 
, 1 t 1 
o 
~ ~ ~ apro1. 
Wo wo wo 
Figuro IV-17 - História no tempo relativo o um registro de um 
processo de bando estreito . 
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que a partir de (IV.93), é uma função real par de w. Pode ser de 
monstrado, também, que S (w) nunca é negativo. Em resumo, a den-x 
sidade espectral de um processo aleatório x(t) e uma 
função de w real, par e sempre positiva, conforme ilustrado na 
figura IV.14. 
Um processo cuja densidade espectral tenha a 
forma mostrada na figura IV.15 é chamado de banda estreita, pois 
sua densidade espectral ocupa apenas uma faixa estreita de fre-
qüências. A função de auto-correlação possui a forma mostrada na 
figura IV.16, onde a freqüência predominante no gráfico de Rx(T) 
contra Te o valor médio} (w 1 + w2). A correlação é máxima qua~ 
do T = O e segue um gráfico da forma de cosseno de amplitude de 
crescente quando a correlação dos valores que estão em fase de T 
é gradualmente perdida com o aumento do tempo de separação T. A 
história no tempo de um processo de banda estreita típica é ilus 
trado na figura IV.17. 
Um processo de banda larga é aquele cuja den-
sidade espectral varre uma larga banda de freqüências e a histó-
ria no tempo de um processo típico é apresentada na figura IV.18. 
No limite, quando a banda de freqüências se extende de w
1 
= O a 
w2 = 
00 , o espectro é denominado branco. De (IV.91), o valor médio 
quadrático de um processo de ruído branco é infinito, sendo o ruí 
do branco um conceito teórico. Na prática, um espectro é chamado 
branco se é de banda larga, cuja largura se extende por todas as 
freqüências de interesse. 
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r· 1 
11 . "' -w2 •WI Wl "'2 
Figura IV-18 - História no tempo relativa a um registro de um processo 
de banda largo. 
li 
o 
la 1 1 b) 
.. 
T 
Figura IV-19- Função de auto-correlação relativa a ruído branco. 
1 a 1 
s,lwl 
1 b 1 
w w+dw 
Figura IV- 20 - Relação entre formas alternativos de se expressar a 
densidade espectral. 
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Para a determinação da função de auto-correl~ 
çao e da densidade espectral correspondentes ao ruído branco, s~ 
rá considerado o exemplo representado na figura IV.15, que corres 
ponde a um processo aleatório de banda estreita. 
O valor médio quadrático pode ser obtido a Pª! 
ti r da equaçao (IV. 91) , resultando em: 
(IV.96) 
A função de auto-correlação pode ser obtida a 
partir da equaçao (IV.89), o que resulta em: 
roo s (w) 
J_oo X 
elWT dw (IV.97) 
Como Sx(w) e uma função par de w, obtém-se: 
R (T) = 2 
fW2 s COS WT dw = 
X Jw, o 
4 s W1+W2 W2-W1 
= o cos ( )T sen( ) T (IV. 98) T 2 2 
A equaçao (IV.98) está representada na figura 
(IV.16). 
Analisando-se, agora, o caso do ruído branco, 
quando a freqtiência mais baixa w1 é igual a zero, a função de au 





A equaçao (IV.99) está representada na figura 
IV.19a. 
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Quando w2 ~ 00 os ciclos adjacentes ao pico 
em T = O aproximam-se até se cancelarem, resultando numa linha 
vertical de altura infinita, comprimento zero e área finita, de 
magnitude ZnS
0
, de acordo com a figura IV.19b. Este comportamen-
to pode ser descrito, matematicamente, utilizando-se a função 
delta de Dirac, expressa por: 
roo O ( T) d T = 1 
) -oo 
(IV.100) 
De um modo geral, o(T-T) é zero em todos os 
pontos exceto em T = T, e para uma função f(T) arbitrária, contí 
nua em T, e válida a seguinte propriedade: 
r
00 
o(T-T)f(T)dT = f(T=T) 
) - 00 
(IV .101) 
Aplicando-se (IV.100), a função de auto-corr~ 
lação para um processo aleatório estacionário, do tipo ruído 
branco, cuja densidade espectral e S
0
, é expressa por: 
(IV.102) 
Conhecendo-se a densidade espectral Sx(w) de 
um processo aleatório estacionário x(t), é possível calcular seu 
valor médio quadrático através da equaçao (IV.91), e também a 
densidade espectral dos processos obtidos através de diferencia-
çao de x, como por .exemplo a velocidade 
x = d2x/dt 2 , se x for o deslocamento. 
. 
x = dx/dt e a aceleração 
A função de auto-correlação para um conjunto 
de registros de um processo aleatório é dada por: 
N 
1 




Diferenciando-se R (,) em relação a,, e por-x 
tanto cada termo do somatório em (IV.103), obtém-se: 
-1- {x (t) X (t+,)} = 
d, r r 
X (t) r d X (t+,) = Xr(t) Xr(t+,) d, r 
(IV.104) 
Chega-se, portanto, a: 
(IV.105) 
Para processos estacionários, o valor espera-













Através da transformada de Fourier, tem-se 
S (w) 
X 
iWTd e w (IV.89) 
Derivando-se a integral anterior em relação a 
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d (R ('r)) r"' iw Sx(w) lWT dw dT e X Loo (IV.110) 
d2 





Combinando-se as equaçoes (IV.109) e (IV.111) 
conclui-se que a função de auto-correlação relativa à derivada 
do processo é expressa por: 
R· ( T) 
X 
= r"' w2 - Sx (w) e 1 wT dw (IV.112) 
Loo 
R• (,) pode ser expressa como a transformada 
X 




Comparando-se as equaçoes (IV.112) e (IV.113) 
conclui-se que: 
(IV.114) 
ou seja, a densidade espectral da derivada do processo é a densi 
2 dade espectral do processo original multiplicada por w. 
Os valores médios quadráticos da velocidade e 
da aceleração, E [x2] e E [iê 2J , são obtidos por: 
[ • 2] E X = 
r"' 





Em resumo, a densidade espectral de um proce~ 
so aleatório é definida corno a transformada de Fourier de sua fun 
ção de auto-correlação. 
A densidade espectral cruzada de um par de pr~ 
cessas aleatórios, e definida corno a transformada de Fourier da 
função de correlação cruzada correspondente dos dois processos. 




("" Rxy ( T) 





1 roo R (T) -iWT d, = e 
211 J-oo yx 
(IV.118) 
As inversas das transformadas sao dadas por: 
R (,) [
00 
s (w) iwT dw = e xy J oo xy 
(IV.119) 
e 
r"' eiwT R (T) = 1 syx (w) dw yx J 00 
(IV.120) 
Para que as integrais existam, de acordo com 
a teoria clássica da transformada de Fourier, é necessário satis 
fazer a condição: 
(IV .121) 
ou seja, x(t) e y(t+,) nao devem se correlacionar quando T + oo. 
Utilizando-se as equaçoes (IV. 83) e (IV. 84), conclui-se que rnx 
ou rny deve ser nulo . 
As funções de correlação cruzadas estão rela-
cionadas através de (IV. 78) e (IV. 79), donde se conclui que os 
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dois espectros cruzados estão também relacionados. 
Fazendo-se: 
e substituindo-se na equaçao (IV.117), tem-se que: 
1 r°' · -iWT =-z R (-T)e dT 
1T Loo . yx 
Fazendo-se T' = -T, obtém-se: 
1 . ' S (w) = xy Zn 
rT'=-oo 
JT-·'=co 
R (T ') yx 




R (T') e dT' 





que é igual à expressao (IV.118) a menos do sinal de iw que foi 
trocado. Através da transformada de Fourier, tem-se que: 
Sxy(w) = A(w) - iB(w) (IV.125) 
e 
Syx(w) = C(w) - iD(w) (IV.126) 
onde A(w) , B (w) , C (w) e D (w) sao funções reais de w. 
Comparando (IV.1211) e (IV.118), conclui-se que: 
e (w) A(w) (IV.127) 
e 
D(w) = -B(w) (IV.128) 
Portanto, Sxy(w) e Syx(w) sao iguais, havendo 
diferença de sinais nas suas partes imaginárias, ou seja, Syx(w) 
é o conjugado complexo de S (w): xy 
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* S (w) yx S (w) xy (IV.129) 
e 
* S (w) = S (w) 
xy yx (IV.130) 
UNIVAVES VA VENSIVAVE ESPECTRAL 
A unidade da densidade espectral de potência 
e dada por: 
unidade de x2 
unidade de freqUência angular 
A unidade da densidade espectral cruzada e re 
presentada por: 
unidade de x.y 
unidade de freqUência angular 
Estas unidades dependem do intervalo de fre-
qUência considerado, ou seja, se a freqUência varia de -oo a +oo ou 
de O a oo, e dependem também da unidade adotada para a frequência, 
seja Hertz ou rad/s. 
De acordo com o desenvolvimento anterior, tem-
-se, para o valor médio quadrático: 
E [x2] = r S (w) dw 
Í-oo X 
(IV.91) 
Na prática, considera-se que a frequência es-
teja em Hertz, e trabalha-se apenas com a parte da densidade es-
pectral relativa às frequências positivas. Desta forma, a equação 
(IV.91) se traduziria por: 
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(IV .131) 
A figura IV.20 representa as duas formas de 
se representar a densidade espectral, e verifica-se que, a um in 
tervalo de frequências w a w+dw na figura IV.20a, corresponde um 
intervalo w/Zn a (w+dw)/Zn na figura IV.20b. As áreas hachuradas 
representam contribuições iguais para o valor médio quadrático 
nesses intervalos de frequência, e portanto devem ser as mesmas, 
ou seja: 
ZS (w}dw0 = W (f = ~) dw 
X X 2TI 2TI 
(IV.132) 
Tem-se que: 
W (f = ~) = 4n S (w) 




IV.3 - RELAÇAO ENTRE EXCITAÇAO E RESPOSTA 
IV.3.1 - Relação entne Exc{tação e Re~po~ta pana S{~tema~ 
No capítulo III, analisou-se o caso de um sis 
tema estrutural linear, submetido a uma excitação periódica har-
mônica, ~(t), cuja resposta y(t) foi obtida determinando-se ares 
posta em freqUência do sistema, ~(w). Sendo ~(t) periódica, pode-
rá ser representada por uma soma de funções harmônicas através da 
série de Fourier. A resposta do sistema a cada função harmônica é 
obtida através da equação (III. 39) , e o conjunto de respostas se 
constitui numa série de Fourier, que representa U(t). Se F(t) nao 
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for periódica, mas possuir transformada de Fourier, a resposta 
poderá ser calculada de forma análoga. 
As características dinâmicas de um sistema es 
trutural podem ser obtidas através de dois métodos. Um deles é a 
determinação de H(w) para todas as freqUências, e o outro é a a-
valiação da resposta transiente, obtida através da aplicação de 
um carregamento de curta duração (impulso), até que a estrutura 
atinja a posição de equilíbrio estático. Pode-se determinar ar~ 
laçâo entre estes dois métodos, utilizando-se para isto a trans-
formada de Fourier, que permite representar uma funçâo não perii 
dica no tempo a partir de seu espectro de frequências. A análise 
sera desenvolvida para sistemas inicialmente em repouso e que te~ 
dem novamente ao repouso, satisfazendo-se a condição seguinte: 
r [h(t) 1 dt < 00 
Loo 
(IV .135) 
E possível, portanto, aplicarem-se as trans-
formadas de Fourier da solicitação representada pelo impulso 
x(t) = o (t) e da resposta x(t) = h e t) • obtendo-se: 
X(w) 1 roo x(t) -iwt dt 1 r"" o(t) e -iwtdt (IV.136) = e = 
21T Loo 21T Loo 
e 
Y(w) 1 r"" y(t) -iwt dt 1 roo h e t) e-iwtdt (IV.137) = e = 
21T J -00 2 TT Loo 




o(t) wt dt i 1 f"" o(t) dt = 21T cos - 2 TT sen wt J _oo Loo 
(IV.138) 
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Através das propriedades da função delta, con 
clui-se que a primeira integral da equação (IV.138) possui valor 
unitário e a segunda integral é nula, o que resulta em: 
X(w) = 1 
21T 
(IV.139) 
Corno já foi visto no capítulo III, urna excita 
çao permanente de frequência w produz urna resposta permanente de 
mesma freqUência. Portanto, para urna excitação não periódica, e 
razoável esperar que, para a parcela de solicitação X(w) dw si-
tuada no intervalo w + dw, a resposta Y(w) estará no mesmo inte~ 
valo de freqUências, ou seja, para urna solicitação do tipo: 
x(t) = X(w) dw eiwt (IV.140) 
a resposta será do tipo 
y(t) = Y(w) dw eiwt (IV .141) 
A equaçao (IV.141) pode ser expressa corno: 
y(t) = H(w) X(w) dw eiwt (IV.142) 
.onde 
Y(w) = H(w) X(w) (IV.143) 
A equaçao (IV.143) fornece urna importante re-
lação entre as transformadas de Fourier da solicitação e dares-
posta, e a resposta em frequência H(w). 
tem-se que: 
Substituindo-se (IV.137) e (IV.139) em (IV.143) 
l roo h(t) 
Z 1r Loo 
e -iwt dt = H() 1 w 2ií (IV.144) 
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Portanto: 
H(w) roo h() e-iwt dt = t 
J_oo 
(IV.145) 
A resposta em frequência, H(w), é a transfor-
mada de Fourier da resposta para uma solicitação do tipo impulso, 
h(t). Este resultado pode ser utilizado para a determinação da 
resposta de um sistema estrutural a uma solicitação arbitrária. 
Utilizando-se a transformada inversa de Fourie 
de (IV .143), chega-se a: 
y(t) e-iwt dt (IV.146) 
Esta equaçao e a solução formal da resposta 
Y e t) . 
Devido ã dificuldade de se avaliar o valor da 
integral da equaçao (IV.146), utiliza-se a resposta a um impulso 
como alternativa de solução. Para isto, supoe-se que uma excita-
ção arbitrária x(t) seja constituída de uma série contínua de p~ 
quenos impulsos. O impulso correspondente a excitação x(t) entre 
os limites de tempo Te T + dT, de acordo com a figura IV.21, tem 
magnitude x(T)dT, que correspondei área hachurada. A resposta a 
este .imp'ulso · é a fração da resposta a um impulso unitário em t=T, 




A área hachurada da figura correspond~ a uma 
certa parcel~ de contribuição para a resposta, dada por: 
h(t - T) X(T) dT (IV.148) 
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Figuro IV- 21 - Composição de uma solicitação x (t) numa 
série de impulsos . 
Figuro IV-22 - Conjunto de registros poro um sistema linear 
submetido à excitação aleatório . 
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Aplicando-se o princípio de superposição para 
sistemas lineares, obtém-se a resposta total y(t) no tempo t so-
mando-se todos os impulsos anteriores a t, que constituem a histó 
ria no tempo de x(t), ou seja: 
y(t) = rt h(t - T) X(T) dT 
J..,oo 
(IV.149) 
A equaçao (IV.149) é outra expressao para a 
resposta y(t) no tempo t, constituindo-sede uma integral de convo-
lução. A resposta do sistema, h(t), a um impulso, sofre um decai 
mento até o equilíbrio estático, de modo que: 
r
00 
1 h e t) 1 d t < 00 
Loo 
(IV.135) 
Desta forma, a equaçao (IV.149) pode ser apll 
cada para qualquer solicitação cuja magnitude lx(t) 1 está limita 
da a um certo valor. Observa-se que nao e necessário que x(t) s~ 
tisfaça (IV.135), a condição necessária para a aplicação da trans 
formada de Fourier clássica. 
A equaçao (IV.149) pode ser apresentada sob ou 
tras formas, alterando-se os limites de integração, obtendo-se as 
seguintes alternativas: 
(a) Sendo h(t-T) a resposta a um impulso unitário em (t-T) = O, 
ou seja, t = T, para (t-T) < O não há resposta já que não há 
aplicação de impulso, e para T > t, h(t-T) =O.O limite sup~ 
rior da integral em (IV.149) pode ser extendido de T =ta 
T = 00 sem alterar o resultado, já que h(t-T) é zero neste in-
tervalo. Tem-se, portanto: 
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y(t) = roo h(t-T) X(T) dT 
J-oo 
(IV.150) 
(b) Supondo-se a seguinte mudança de variáveis: 
e = t - T (IV.151) 
os limites de integração passam a ser e= 00 a e= O, e dT = 
= -de, ou seja: 
y (t) = r
0 
h(0) x(t-e) (-de) 
Joo 
Esta equaçao pode também ser expressa como: 




(c) A Última alternativa é obtida fazendo-se 0 = (t-T) em (IV . 
. 150), ou então verificando-se que h(e) = O para e< O. Tem-
-se que: 
y (t) = x(t-e) de (IV.154) 
IV.3.2 - Reõpoõta a Exe~taçÕeõ AleatÕJÚaó 
Neste item sera avaliada de que maneira as ca 
racterísticas de um processo y(t), que representa a resposta de 
um sistema linear a duas solicitaç6es aleat6rias representadas 
por x1 (t) e x2(t), dependem destes dois processos e corno a exci-
tação é alterada pelo sistema. 
Supondo-se uma infinidade de registros, confo~ 
me a figura IV.22, obtidos de sistemas lineares idênticos para os 
quais as respostas a impulsos aplicados são h1 (t) e h2 (t) e as 
respostas em frequência são H1 (w) e H2 (w), a resposta para mais 
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de duas solicitações poderá ser obtida através da solução para 
duas solicitações. As funções h1 (t) e H1 (w) fornecem a resposta 
y(t) devido ã solicitação x1 (t) e as funções h 2(t) e H2 (w) forne 
cem a resposta y(t) devido ã solicitação x2 (t). 
De acordo com a equação (IV.154), a resposta 
y(t) para um registro relativo às solicitações x1 (t) e x2 (t) pode 
ser expressa por: 
y(t) = f"' h1 (0)x1 (t-0)d0 
J_"' 
+ f"' h (0)x (t-0)d0 
Loo 2 2 
(IV.155) 
Para calcular a média E[y(t)] do conjunto de 
registros, e necessário calcular a média de cada uma das integrais 
da equaçao (IV.155). Aplicando a equaçao (IV.64), obtém-se: 
= ("' h (e)E[x (t-e)]de + ["' h (0)E[x (t-e)]de 
Loo 1 1 Loo 2 2 
(IV.156) 
Sendo as duas solicitações estacionárias, seus 
valores médios E[x1] e E[x2] independem do tempo (t-0), conclui~ 
do-se que E[y(t)] também independe do tempo, o que resulta em: 
(IV.157) 
Utilizando-se a equaçao (IV.145), pode-se ex-
pressar a equaçao (IV.157) em termos da resposta em frequência. 






Substituindo (IV.158) em (IV.157), chega-se a: 
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(IV.159) 
A função de auto-correlação da resposta é da-
da por E[y(t) y(t+,)]. De acordo com a equaçao (IV.155), substi-
tuindo-se 0 por e1 e 02 , obtém-se para y(t) e y(t+,): 
[
00 





Substituindo (IV.160) e (IV.161), resulta: 
+ roo h (8 )x (t-0 ) d0l roo h1 (G 2)x1 (t + T-82) d0z + ;_ 00 2 l 2 1 ;_ 00 
(IV.162) 
O produto de duas integrais em (IV.162) pode 





A média desta integral dupla pode ser obtida 
da seguinte forma: 
de de 1 2 
(IV.164) 
Sendo o processo x1 (t) estacionário, a função 
de auto-correlação independe do tempo absoluto t, e portanto: 
E[x (t-0 )x (t+T-0 )] = R (T-0 +0) 1 1 1 2 x1 2 1 
(IV.165) 
O primeiro produto de integrais da equaçao 
(IV.162) pode ser expresso por: 
(
00 





1 1 1 2 x1 2 l l 2 
(IV.166) 
Aplicando-se este raciocínio as outras inte-
grais da equaçao (IV.168), chega-se ã função de auto-correlação, 
independente do tempo absoluto t: 








1 1 1 2 x1 2 1 1 2 
r
00 
h ( 0 ) h ( 0 ) R ( T- 0 + 0 ) d 0 d0 + 
J_
00 
1 1 2 2 x1 Xz 2 1 1 2 
roo 
1 h ce )h ce )R (T-e +e) de1de 2 + J_
00 
2 1 1 2 Xz Xl 2 1 
de de 1 2 (IV.167) 
A função de auto-correlação da resposta, R (T), 
y 
é independente do tempo absoluto t para os processos estacioná-
rios, bem como todas as médias do processo aleatório relativo à 
resposta são invariantes no tempo, sendo o próprio processo esta 
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cionário. 
Aplicando-se a transformada de Fourier a pri-
meira integral dupla da equação (IV.167), obtém-se: 
Il = 2~ f~oo d,e-iwT { J_""}Gl f_""oo dGz hl (Gl)hl (Gz)Rxl (,-Gz+Gl)} 
(IV.168) 
Alterando a ordem das integrais, obtém-se: 
r
oo . 
-lWT d,e R (,-0 +0) 
;_
00 
x1 2 1 
(IV .169) 
A Última integral da equaçao (IV.169) pode ser 
escrita como: 
(IV.170) 
De acordo com (IV.88), esta equaçao é igual a: 
(IV.171) 
A equação (IV.169) pode ser escrita como: 
roo d h ( ) iw01 r"" d h ( ) e -iw02S (w) = 81 1 81 e 82 1 82 J_oo J_ 00 xl (IV.172) 
As duas integrais da equaçao (IV.172) podem 
ser relacionadas à resposta em freqUência H(w), de acordo com 
(IV.145), o que resulta em: 
(IV.173) 
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O complexo conjugado de (IV.173) e dado por: 
(IV.174) 
Substituindo-se (IV.173) e (IV.174) em (IV . 
. 172), chega-se a: 
(IV.175) 
Aplicando-se o mesmo raciocínio as outras in-
tegrais, obtém-se a expressão da densidade espectral do processo 
da resposta: 
* * 
+ Hz (w) H1 (w) S (w) + Hz (w) Hz (w) Sxz (w) (IV.176) XzXl 
Para N solicitações, pode-se demonstrar que: 
N N * S (w) = ,: s:l Hr(w) H (w) s (w) (IV.177) y r=l s xrxs 
onde 
SX X = s 
r r Xr 
Para uma Única solicitação, tem-se que: 
* Sy(w) = H (w) H(w) Sx(w) (IV.178) 
ou 
2 
Sy(w) = JH(w) j Sx(w) (IV.179) 
Para solicitações nao correlacionadas, para as 
quais os termos relativos a densidade espectral cruzada são nulos, 
a equação (IV.177) pode ser escrita como: 
S (w) y 
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(IV.180) 
O valor médio quadrático pode ser obtido dire 
tamente de (IV.91): 
-se: 
("' S (w) dw 
J_oo Y 
(IV.181) 
Para uma Única solicitação, tem-se que: 
; ("' [H (w) [ 2s (w) ciw 
Loo X 
(IV.182) 






[ H (w) [ 
Loo r 
S (w) dw 
xr 
(IV.183) 
Para solicitações correlacionadas, o valor me 
dio quadrático da resposta não pode ser expresso pela soma dos va 
lares médios quadráticos de cada resposta, sendo necessário ava-
liar-se (IV.177) e aplicar-se (IV.91). 
No caso de um sistema submetido a várias soli 
citações, pode-se determinar a correlação cruzada entre a respo~ 
ta e uma das solicitações, através da equação: 
(IV.76) 
Para o caso de duas solicitações, substituin-
do-se a equaçao (IV.161) em (IV.76), obtém-se: 










Fazendo-se algumas substituições em (IV.184), 
chega-se a: 
(IV.185) 
Aplicando-se a transformada de Fourier na equ~ 
çao (IV.185), obtém-se a densidade espectral cruzada: 
1 S (w) = 
xly 21T 




As integrais em função de T possuem 8 como cons 
tante, podendo-se substituir (T-8) por~. sendo que dT torna-se 
d~. Aplicando-se (IV.88) e (IV.117) para determinar as integrais 
em relação a~ e (IV.145) para determinar as integrais em rela-
çao a 8, obtém-se: 
(IV.187) 
Para N solicitações separadas, (IV.187) trans 
forma-se no somatório: 
(IV.188) 
onde 
Para solicitações nao correlacionadas, tem-se 
que: 
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S (w) = H(w) Sx(w) xy (IV.189) 
De acordo com as equaçoes (IV.129) e (IV.130), 
chega-se a: 
* S (w) = S (w) = yx xy 
* H (w) S (w) 
X 
(IV .190) 
A relação entre a distribuição de probabilid~ 
de da resposta de um sistema linear em função da distribuição de 
probabilidade da solicitação é difícil de ser determinada, exce-
to para o caso das solicitações cuja distribuição é Gaussiana. 
Para estes casos, aplica-se o seguinte teorema: se y1 e y 2 são 
um par de variáveis aleatórias cuja distribuição de probabilida-
de é Gaussiana, e se y é definido como: 
y = Y1 + Y2 (IV.191) 
a nova variável y também e Gaussiana. Este resultado pode ser a-
plicado para mostrar que a resposta y(t) de um sistema linear e 
Gaussiana se a solicitação x(t) também o for. 
Grande parte dos fenômenos físicos podem ser 
considerados como fenõmenos lineares, estacionários, ergódicos e 
gaussianos, sendo o comportamento Gaussiano assegurado pelo Teo-
rema do Limite Central (1 e 22). 
Este teorema afirma que, para um conjunto xi, 
i = 1, 2, ... , n, de variáveis aleatórias estatisticamente inde-
pendentes, possuindo idênticas 
finitas m. e variâncias finitas 
l 
funções de distribuição, médias 
crf, a distribuição de probabili-
- n dade de uma nova variavel y = E xi 
l 
tribuição normal, ou de Gauis, com 






mx e variância 
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2 n 2 
cr = l: cr. , quando n tende para infinito. 
y l l 
Desta forma, um processo aleatório terá sua 
distribuição de probabilidade aproximadamente Gaussiana se seus 
registros forem gerados pela superposição de um grande número de 
fontes aleatórias. 
IV. 3. 3 - PJtoc.e.ó.óO.ó de Ba.nda. E.õ;tJte.Lta. e Ba.nda. La.11.ga. 
Foi visto, no item anterior, como as caracte-
rísticas da excitação são alteradas pelo sistema estrutural. Um 
~ 
tipo freqüente de resposta e a que se ca~acteriza por processo 
de banda estreita conforme a figura IV.17, decorrente, geralmen-
te, de solicitações com banda larga. Para uma resposta do tipo 
banda estreita, cuja solicitação é Gaussiana, podem-se determi-
nar as funções densidade de probabilidade de 1~ e ze ordens, p(y) 
e p(y, y), dadas pelas equações (IV. 7) e (IV.45), sendo necessá-
rio, para isto, definir médias e desvio--padrão. 
Supondo que- ,o valor médio de y seja nulo, o v~ 
lor médio de y também será nulo. Esta suposição é válida para pr~ 
blemas lineares em que é possível decompor a resposta em duas pa~ 
celas, uma invariante no tempo, estática, representada pelo valor 
médio, e a outra dinâmica, cujas flutuações em torno da média são 
definidas pelo desvio-padrão cr. Na análise da fadiga, por exemplo, 
o parâmetro de interesse é a amplitude da variação das tensões, 
obtida através do dobro do seu desvio-padrão. 
~ A densidade espectral do processo y pode ser 
obtida da equaçao (IV.114), resultando em: 
S • (w) y w




A partir das equaçoes (IV .17} e (IV. 91) , pode 
-se deduzir as variâncias, supondo que E[y] = E[y] = O: 
2 E [yZJ roos (w) dw = 2 so l!.w (J = = y ;_.,, y (IV.193) 
e 
2 E [yZJ f"'wz Sy(w) dw 2 so 
2 
l!.w (J • = = "' wo y Loo 
(IV.194) 
para l!.w << w
0 
(figura IV.17) 
A covariância normalizada, obtida a partir da 
equaçao ( IV.61), resulta em: 
E [yy] 
(IV.195) 
0 0 ! 
y y 
O valor de E [yy] pode ser obtido de (IV.105), 
ou seja: 
E [yy] (IV.196) 
T=O 
Aplicando a equaçao (IV.97) em (IV.196), resul 
ta: 
E [yy] = 1 [
00 
w S (w) dw 
J-oo Y 
(IV .19 7) 
A integral em (IV.197) e nula, e portanto: 
E [yy] = O (IV.198) 
Pode-se concluir que, num processo aleatório 
estacionário y(t), y e sua derivada y nâo são correlacionados e, 
portanto, a covariância normalizada p • e sempre nula. 
yy 
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Substituindo os parâmetros deduzidos de (IV . 












1 2 • 2 
--(L + L) 
2 02 o? 
y y 
= p(y) p(y) 
(IV.199) 
(IV. 200) 
Conhecidas as funções de densidade de probabt 
lidade de 1~ e 2~ ordens, podem ser obtidas também, para proces-
sos de banda estreita, informações sobre a distribuição dos pi-
cos, conforme indicado na figura IV.23. 
Supondo-se que o registro indicado faça parte 
de um processo aleat6rio estacionirio y(t), pode-se determinar o 
número de ciclos, com declividade positiva, que cruzam o nível 
+ y = a durante o período de tempo T, representado por n (T). A 
a 
média, para todos os registros, é dada por: 
(IV.201) 
Para um processo estacionirio, o valor médio 
dos cruzamentos e proporcional ao intervalo de tempo T, o que re 
sulta em: 
N+ (T) = 
a 
+ v T 
a 
(IV.202) 
+ onde v e a frequência média de cruzamentos, com declividade po-
a 
sitiva, do nível y = a, que pode ser deduzida a partir das distri 
buições de probabilidade de y(t). 
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y( t ) 
a+da 
t 
FIGURA :nz:.23_Processo de banda estreito 
y(t) 
t t + dt 






FIGURAISZ:.25_ Probabilidade de ocorrência de cruzamento com declividade 
positivo em y = a 
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Considerando-se que o processo de banda estrel 
ta y(t) seja uma função contínua, de variação suave num intervalo 
de tempo dt suficientemente pequeno, a curva y(t) cruzará o nível 
y = a com declividade positiva se esta for maior que um valor li-
mi te , ou se j a : 
~ > N ; ~L 
dt 
a - Yo 
dt 
de acordo com a figura IV.24, e se y < a. o 
(IV.203) 
Analisando-se, agora, a função densidade de 
probabilidade de 2~ ordem da figura IV.25, verifica-se que a area 
triangular hachurada representa a condição limite: 
tg a dt = (IV.204) 
y 
A probabilidade de ocorrência de valores de y 
e y dentro do limite hachurado é dado por: 
P = Prob (cruzamentos de y = a com declividade positiva em dt) = 
ra 
1 p(y,y) dy 
J a-ytga 
Se dt + O, a= dt + O, e portanto: 
p(y,y) = p(a, ~) 
(IV. 205) 
(IV.206) 
Desta forma, a equaçao (IV.205) se reduz a: 




y) y dt dy 
l 
y) y dy 1 
J 
(IV.208) 
O número de cruzamentos no intervalo dt é 
+ ~ -v dt, que e igual a probabilidade de ocorrencia de qualquer cru 
a 
zamento em y = a com declividade. positiva, ou seja: 
+ dt 1 roo y) . dy l dt V l p (a, y a J ) o (IV.209) 
Finalmente, tem-se que: 
+ roo p (a, y) 
. 
dy V = y a !o 
(IV.210) 
No caso particular da distribuição de probab! 








2 2 -a /Zo y 
Tomando o nível a 





O, obtém-se a freqüência 
(IV.212) 
Definindo-se como momento do espectro a variá 
vel Mn, tem-se: 
(IV.213) 
Substituindo (IV.213) em (IV.212), resulta: 
1 . 2 
[ 
M 11/2 
zir ~J (IV.214) 
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A probabilidade de ocorrência de um pico cuja 
magnitude esteja entre a e a+da (figura IV.23) e dada por: 
valor a, e: 
p (a) da p (IV.215) 
A probabilidade de que um pico ultrapasse o 
(IV.216) 
Para um processo de banda estreita, existem 
v~ T ciclos durante o período de tempo T, d . + T 1 os quais v u tra-
a 
passam o valor y = a, podendo-se concluir que a probabilidade de 





p (a) da = p (IV.217) 
Derivando-se (IV.217) em relação a a, obtém-
1 
da (IV. 218) 
No caso particular de y(t) ser um processo 
Gaussiano, substituindo-se (IV.211) em (IV.218), obtém-se: 
a = 
oi 
2 2 -a /Zo 
e y , para O< a< oo (IV.219) 
A equaçao (IV.219) é a distribuição de Rayleigh, 
ilustrada na figura IV.26. 
A utilização da distribuição de Rayleigh para 
. 101 
a 
FIGURA TiZ:.26_ Distribuição de Rayleigh 
y ( t ) 
t 
FIGURA TIZ:. 27 
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um processo Gaussiano de banda estreita depende do fato de que o 
processo y(t) nao possua irregularidades que alterem a distribu.:1:_ 
çio, conforme~ figura IV.27. Isto implica em que a frequência 
de ocorrência de valores máximos de y(t), v , deva ser igual a 
m 
freqtiência de ocorrência de cruzamentos do nível zero do proces-
so derivado y(t), ou seja, há apenas um pico para cada cruzamen-
to do nível y = O. Os valores máximos ocorrem quando dy/dt = O e 
d2/dt 2 é negativo. O valor de v pode ser obtido substituindo-se y m 
ºy e ºj em (IV.211), e fazendo-se y =a= O, o que resulta em: 
V 
m 
= 1 --1._ 
21T o· y 
(IV.220) 
Portanto, para um processo de banda estreita, 
deve ser satisfeita a condiçio: 
(IV. 221) 
O valor de vm pode ser expresso através dos mo 







O parâmetro E é utilizado para determinar a 
largura do espectro, sendo definido por: 
E = 1 (IV.223) 
onde E=O para um processo de banda infinitamente estreita e E=l 
para um processo de banda infinitamente larga. 
Um processo de banda estreita pode apresentar 
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irregularidades, como mostra a figura IV.27, incluindo valores 
máximos adicionais. No entanto, de um modo geral, pode-se utili-
zar a distribuição de Rayleigh, que fornece bons resultados para 
a determinação da ocorrência de picos, ignorando-se as pequenas 
irregularidades que surjam. 
Quando o processo nao é de banda estreita, a 








exp(- - _L__) 
2 o y 
r i 






+ (1-E ) 
1 2 l 
exp ( - 2 t ) d t 1 J 
(IV. 224) 
No limite, quando E+O, a equaçao (IV.224) se 
reduz à distribuição de Rayleigh, e quando E+l, à distribuição 
de Gauss. 
IV.4 - ANÁLISE PARA SISTEMAS COM VÁRIOS GRAUS DE LIBERDADE 
Para os sistemas estruturais com vários graus 
de liberdade, submetidos a solicitações de caráter aleatório, os 
procedimentos para determinação da resposta são os mesmos desen-
volvidos nos itens (IV.2) e (_IV.3), determinando-se médias, vari:_ 
ãncias, densidades espectrais, etc ... , dos deslocamentos e esfor 
ços que surgem na estrutura. A relação entre a densidade espec-
tral da solicitação e a da resposta é equivalente à equação 
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(IV.177), onde a resposta em frequência compreende todos os graus 
de liberdade da estrutura. Um procedimento para a avaliação da re 
lação entre as densidades espectrais da solicitação e da respos-
ta, consiste em se aplicar a transformada de Fourier ao sistema 
de equações diferenciais: 






1:_1 + iw 
-oo 
1 -





u (t) = iwt d e w 
e iwt dw 
A equaçao (IV.225) pode ser escrita como: 
ou 
Í K 
L - + iw 
~(w) ~(w) = ~(w) 
~ (w) = ~(w) 
A inversa de (IV.227) e dada por: 




O conjugado da transformada de Fourier e obti 
do através de (IV.226), resultando em: 
-* 
F (w) (IV. 229) 
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* -. * u (w) H (w) F (w) (IV. 231) -
Multiplicando-se as equaçoes (IV.228) e (IV . 
. 231), obtém-se: 
(IV.232) 
Dividindo-se ambos os lados pelo período T, e 
fazendo-se T-+«>, tem-se: 
finido como: 
~(w) F*t(w) -•t 
= lim I:! (w) - - H (w) (IV. 233) 
T 







X(t) X (t) dt (IV.234) 
Aplicando o conceito de transformada de Fou-








X (t) 1 I 
L 1 Loo 
x(w) 
(°' í 
1 - 1 1 


















O termo relativo à segunda integral é o conj~ 





1 X (w) 
1 
J-oo 
-· x (w) dw (IV.236) 





S (w) dw 
X 
00 
= lim r ~ x(w) 5c* (w) dw = 
= 
T-+co J -oo 
lim 
T + oo 
2 
I x (w) I 
T 
dw (IV. 237) 
Portanto, a dens.idade espectral de x(t) pode 
ser expressa por: 
2 
= lim I x C w) 1 (IV. 238) 
T+00 T 
Aplicando-se (IV.238) em (IV.233), chega-se 
a: 
~uCw) = l_!(w) ~F (w) ~ *t (w) (IV. 239) 
onde 






- - *t 




Supondo-se que a densidade espectral da soli-
citação possa ser expressa por: 
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~F = F (w) ~f (w) 
p*t(w) (IV. 242) 
Substituindo (IV.242) em (IV. 2 39) , tem-se: 
-
i*t f*t(w) ~u = ~(w) F(w) ~f(w) (IV. 243) 
Aplicando (IV.228) e (IV.231) em (IV.243), 
chega-se a: 
~u ~ (w) ~f (w) 
-•t 
(IV. 244) = u -
Conhecido o valor de ~U' pode-se determinar o 
valor médio quadrático e outros dados estatísticos desejados de 
deslocamentos, velocidades e acelerações: 
E [u 2J = 
roo 
SU (w) dw 
)~ 
(IV. 245) 
E [U2] = roo w2SU(w) dw 
)~ 
(IV.246) 
E [Ü 2J = roo w4SU (w) dw 
Loo 
(IV.247) 
A densidade espectral dos esforços nos elemen 
tos e obtida de maneira equivalente a (IV.244): 
(IV.248) 
onde 
§(w) JSe Q(w) 
Ke e a matriz de rigidez do elemento 
Desta forma, conhecida a solicitação e sua den 
sidade espectral, pode-se compor o espectro da resposta avaliando 
-se a resposta permanente da estrutura para cada frequência que 
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compoe o espectro, obtendo-se o valor da integral através de um 
método numérico de integração. 
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e A p r T u L o V 
FADIGA 
V.l - INTROPUÇÃO 
Denomina-se colapso por fadiga à ruptura de um 
membro estrutural submetido a esforços variáveis e repetidos, num 
nível de tensões inferiores a tensão máxima admissível do materi-
al. Este fenômeno ocorre, principalmente, em estruturas metálicas 
soldadas, submetidas a carregamento variável, assumindo signific~ 
tiva importância nas estruturas offshore, pois as plataformas a-
presentam um aumento nos períodos naturais com a profundidade da 
lâmina d'água, ficando sensíveis aos efeitos dinâmicos provocados 
por açôes ambientais. 
A avaliação da resposta da estrutura às cargas 
dinâmicas, implica no desenvolvimento de métodos adequados e téc-
nicas específicas de análise dinâmica, pois podem muitas vezes al 
terar significativamente o anteprojeto dessas estruturas. 
Neste capítulo serao apresentados os conceitos 
básicos de fadiga estrutural, visando as estruturas metálicas com 
postas de membros tubulares, e um procedimento de cálculo para a-
valiação do dano acumulado e da vida Útil de estruturas submeti-
das a excitações de caráter determinístico ou aleatório. 
Nas referências (27 a 54) encontram-se informa 
çoes e procedimentos para avaliação da fadiga. 
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V.2 - CONCEITOS BÁSICOS 
O colapso de uma estrutura, submetida a carr~ 
gamento externo, pode ser ocasionado por dois fatores diferentes. 
Um deles seria a ocorrência de um nível de tensôes elevado, atin-
gindo a tensão máxima admissível do material. Neste caso, a estru 
tura é dimensionada utilizando-se as cargas de projeto, mantendo-
-se as tensôes dentro dos limites admissíveis. 
O outro fator seria a fadiga do material decor 
rente do dano cumulativo produzido pela ação repetitiva de car-
gas cíclicas, variáveis no tempo, que são resultantes da ação de 
máquinas em operaçao ou de efeitos ambientais, tais como ventos, 
ondas do mar, correntes marítimas, etc ... Esta variação do carre-
gamento produz flutuaçôes cíclicas de tensôes nos membros da es-
trutura, induzindo à propagação de fissuras e ao conseqüente co-
lapso, que ocorre mesmo que as tensôes não tenham atingido a ten 
são máxima admissível do material. 
No caso de juntas tubulares, há uma probabili 
dade maior de ocorrência deste fenômeno devido, principalmente, 
aos seguintes aspectos (27 ,28): 
(a) verifica-se que as juntas soldadas sao as mais sensí-
veis ao aparecimento.e desenvolvimento de fissuras, 
pois os próprios processos de fabricação podem ocasi~ 
nar defeitos de soldagem que atuam como iniciadores de 
fissuras. 
(b) a geometria da junta influencia na concentração das 
tensões na região onde a fissura está na iminência de 
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se iniciar. Esta região é denominada "hot-spot", e as 
tensões que se desenvolvem denominam-se "hot-spot 
stresses. Tem-se verificado que o colapso por fadiga 
ocorre com maior frequência na interseção entre brace 
e chord, região denominada "saddle" (29), indicada nas 
figuras V.l e V.2. 
(c) as plataformas offshore estão submetidas a carregame~ 
tos variáveis no tempo, de ação repetitiva, principal 
mente fenômenos ambientais (ventos, correntes, ondas), 
que produzem flutuações cíclicas de tensões em seus 
membros, ocasionando a propagação das fissuras. 
Em estruturas offshore constituídas de membros 
tubulares soldados, o efeito da fadiga deve ser devidamente consi 
derado no dimensionamento, o que nao e muito simples de ser reali 
zado, pois o cálculo do dano é muito sensível, dependendo de fato 
res como (30): 
correta determinação do carregamento atuante na estrutura, 
sendo que no caso de efeitos ambientais pode ser necessário 
proceder a uma análise aleatória. 
o modelo estrutural deve representar convenientemente os de 
talhes estruturais, o que implica num aumento do número de 
graus de liberdade, encarecendo a análise. 
o método de análise deve ser bastante preciso na determina 
ção dos esforços e tensões, ao mesmo tempo não induzindo a 
esforços computacionais inviáveis. 
a fadiga e um fenômeno localizado, caracterizado pela pro-




~-ÁREA DE MAIOR CONCENTRAÇÃO 
DE TENSÕES 
FIGURA:SZ:.I _ Região do junto onde ocorre moior concentroção de 
tensões 
~~~~--~J 
COLAPSO NO BRACE COLAPSO NO CHORO 
FIGURA ::SZ::.2_ Tipos de colapso na junta 
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os membros da estrutura, e o dano provocado em cada membro 
depende da história completa da flutuação de tensões duran 
te toda a sua vida Útil. 
Segundo um trabalho desenvolvido por Vandiver 
(31), pode-se verificar o quanto o cálculo da fadiga é influenci 
ado pela correta avaliação das frequências naturais e modos de vi 
bração e pelo amortecimento. 
As imprecisões que ocorrem na avaliação dos m~ 
dos de vibração são devidas aos modelos adotados na representação 
da estrutura, principalmente no que se refere ao comportamento do 
solo. 
A estimativa do amortecimento também está suje.!:_ 
ta a falhas devidas à falta de resultados precisos de amortecime~ 
to das estruturas já existentes, e também da dificuldade de aces-
so a técnicas que permitam sua obtenção. 
Estes aspectos implicam na necessidade de uma 
análise acurada para a obtenção, a mais precisa possível, da his 
tória das tensões ao longo da vida Útil da estrutura e do dano 
acumulado. 
As técnicas atuais de análise estrutural, ap~ 
sar de sofisticadas, ainda não são plenamente satisfatórias no 
que diz respeito ao cálculo da fadiga, devido a complexidade do 
fenômeno em si. Os procedimentos apresentados a seguir, habitual 
mente utilizados, permitem fazer uma estimativa da vida útil dos 
membros estruturais onde ocorre fadiga. 
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V.3 - FATORES DE CONCENTRAÇÃO DE TENSÕES E HOT-SPOT STRESSES 
Como já foi dito anteriormente, a fadiga oco! 
redevido à variação cíclica de tensões, a uma certa freqUência, 
nos membros da estrutura. 
Nas juntas metálicas soldadas existem, inici-
almente, tensões próximas à tensão de escoamento do material, d~ 
vido às tensões residuais que surgem quando do processo de sold~ 
gem. Portanto, a flutuação das tensões ocorre a partir da tensão 
de escoamento, que é o limite superior do intervalo de variação. 
Estas flutuações podem ocorrer apenas dentro 
de limites de tensões de tração,de compressão, ou ainda podem a-
branger tensões de tração e compressão. O que influencia na prop~ 
gaçao das fissuras e o efeito da flutuação das tensões,. as ampll 
tudes dos intervalos de variação e sua frequência de ocorrência 
(número de ciclos) durante toda a vida Útil da estrutura. Estas 
tensões são determinadas através de uma análise dinâmica determi-
nística ou aleatória, dependendo do tipo de solicitação, de acor-
do com o que foi apresentado nos capítulos III e IV. 
Nas estruturas offshore, observa-se que age~ 
metria da junta é muito importante na concentração de tensões que 
ocorre nas juntas tubulares soldadas. Estas tensões, chamadas de 
hot-spot stresses, podem ser determinadas, basicamente, através 
de três métodos: uma análise através do método dos elementos fini 
tos, estudo de modelos físicos ou através de fórmulas paramétri-
cas semi-empíricas. 
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A utilização do método dos elementos finitos, 
discretizando-se os membros em malhas refinadas de elementos de 
cascas, é urna ferramenta eficaz devido ã possibilidade de se mo-
delarem geometrias complexas e diferentes condições de contorno. 
No entanto, um grande número de juntas de diferentes tamanhos e 
geometrias que cornpoem as estruturas offshore, apresentam um cer 
to grau de semelhança e regularidade. Desta forma, torna-se possf 
vela utilização de fórmulas paramétricas semi-empíricas que se 
constituem numa solução prática e economicamente viável para a de 
terminação dos hot-spot stresses, ficando a utilização do Método 
dos ·Elementos Finitos relegado para as juntas especiais para as 
quais não existem estudos de concentração de tensões. 
Estas fórmulas permitem a obtenção de um fator 
de concentração de tensões que estabelece uma relação entre o hot 
spot stress e a tensão nominc'.l obtida n2. extremidade dos membros 
da junta. São compostas de termos adirnensionais que se constituem 
de relações entre os parâmetros geométricos de braces e chords. 
No Apêndice A encontram-se fórmulas desenvolvidas por Kuang, 
Srnedley, Marshall e Gibstein, (32, 33, 34), e os seus intervalos 
de validade para utilização. Na figura V.3 são apresentados os tl 
pos mais comuns de juntas tubulares soldadas, e na figura V.4 a 
nomenclatura dos componentes das juntas. Observa-se que ná fórmu-
las diferentes para o brace e chord, sendo considerados três es-
forços que atuam no brace e que serão majorados pelo fator de con 
centração de tensões: o esforço axial, o momento que atua no pla-
no da junta e o que atua fora do plano da junta (figura V.S). Os 
efeitos de esforços cortantes não demonstraram ser importantes 
no estudo da ~adiga (27). 
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JUNTA T JUNTA Y JUNTA K JUNTA TK 
JUNTA DTou X JUNTA DK JUNTA DTK 
FIGURA 31:.3- Tipos mais comuns de juntas 
FIGURA JZ:.4 _ Partes constituintes de uma junta 
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No caso de juntas que apresentem geometria I1ll1!_ 
to complexa,. e preferível a análise através do Método dos E leme~ 
tos Finitos, determinando-se as tensões em vários pontos das jun-
tas. 
As normas procuram estabelecer limites míni-
mos seguros para os fatores de concentração de tensões. No caso 
da DNV (35), este valor é de 2.5 para juntas simples e 5.0 para 
juntas onde ocorre overlapping. 
V.4 - CURVAS S-N 
Devido à impossibilidade de avaliar a resis-
tência à fadiga das juntas soldadas através de testes nas estru-
turas reais, foi necessário basear-se o cálculo da fadiga nos re 
sultados de testes e ensaios obtidos para algumas juntas que re-
sultaram nas curvas S-N. Estas curvas relacionam a amplitude da 
variação das tensões (S) com o número de ciclos (N) que leva ao 
colapso, tendo sido obtidas através de dados experimentais em la 
boratórios e estruturas, analisados estatisticamente, para vários 
tipos de juntas, situadas no ar ou expostas à água do mar, com 
proteção contra corrosão (30, 36, 37). 
Para cada tipo de junta soldada e situação de 
carregamento, há uma curva S-N específica, havendo ainda uma dis 
tinção entre as curvas que se referem a um tipo particular de ju~ 
ta, onde o fator de concentração de tensões já está implícito, e 
curvas mais gerais, onde o fator de concentração de tensões é cal 
cu lado. 
Estas curvas sao expressas por uma relação li-
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near entre log Se log N, da forma: 
log N = log K1 - d logo - m log S 
onde: 
Se a amplitude da variação de tensões 
N e o número de ciclos que produz fadiga para 
a amplitude de tensões 
Kl e a constante relativa a curva S-N média 
d e o numero de desvios-padrão abaixo da média 
log(o) e o desvio padrão do log N 
-m e o inverso da declividade da 0urva S-N 
(V .1) 
As normas DNV l35) e API (38) fornecem curvas 
S-N, conforme a curva X da DNV, ilustrada na figura V.6. 
Observa-se que, devido ao caráter exponencial 
das curvas S-N, uma pequena variação na avaliação do valor das 
tensões pode fornecer grandes variações no valor de N e conseqUe~ 
temente no dano e na vida Útil. Também a escolha da curva adequa-
da, em função do tipo de junta e solda, carregamento e condições 
de exposição, influenciam na avaliação da vida Útil. 
V,5 - DETERMINAÇÃO DO DANO E VIDA ÚTIL: REGRA DE MINER 
' Foi mencionado nos itens V.2 e V.3 que o cola~ 
so por fadiga das juntas soldadas ocorre em função, principalmen-
te, da amplitude de variação das tensões e do número de ciclos as 
saciados, ou frequência de ocorrência. O cálculo do dano é habitu 








Fx - forco axial 
Mo _momento atuando foro do plano do Junto 
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FIGURA :2'..6_Curva S.N para juntas tubulares (DNV) 
onde 
12 O 
Di e o dano 
n. e o numero de ciclos em que ocorre a amplitude deva-
i 
riação de tensões Si 
N. é o número de ciclos admissível para o nível de ten-
1 
sões Si, valor retirado das curvas S-N. 
Na análise determinística, o valor de n. cor-
1 
responde ao numero de ciclos, ou frequência de ocorrência de um 
certo estado de carregamento i, que atuando sobre a estrutura pr~ 
duz flutuações de tensões cuja amplitude de máxima variação, de 
crista ao cavado, ocorre na mesma frequência de ocorrência da ex-
citação, correspondendo a ela um número de ciclos admissível Ni. 
No caso do mar, o número de ciclos n., corresponde a cada estado 
l 
de mar, é obtido de histogramas baseados em dados estatísticos, 
normalmente avaliados para um ano. O dano acumulado, relativo a 




N°--:- (V. 3) 
i=l l 
Na análise aleatória, a ocorrência dos picos 
máximos ocorre segundo urna distribuição de probabilidade, confor 
me já foi estudado na Capítulo IV, que pode ser a distribuição de 
Rayleigh, para processos de banda estreita, ou Gaussiana, para 
processos de banda larga. 
Para cada estado de carregamento, é calculada 
a ;resposta e o desvio padrão das tensões, e;., fazendo-se a média 
l 
igual a zero. Para cada intervalo de tensões, n c;i, determina-se 
a sua probabilidade ou percentagem de ocorrência, P, que multi-
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plicada pelo numero total de ciclos (NTC) associados ao estado 
de carregamento i, fornece o numero de ciclos n .. associado ao lJ 
intervalo de tensões oj = n ºi, ou seja: 
n .. = P.NTC 
lJ (V.4) 
O numero de ciclos N .. que produz fadiga para lJ 
o nível de tensões o é obtido a partir das curvas S-N. O dano j ' 
acumulado e, portanto, obtido através do somatório dos danos de-
correntes de todos os estados de carregamento e de todos os ní-
veis de tensões, ou seja: 
n. 
DT = I: ,: 
lJ 
N. (V. 5) 
l j lJ 
A vida Útil é dada pelo inverso do dano acumu 
lado, ou seja: 




C A p r Tu Lo VI 
EXEMPLOS 
VI.l - INTRODUÇAO 
Serão apresentados oito exemplos, sendo duas 
estruturas reais e os outros exemplos acadêmicos. Os exemplos 1 
a 3 constam da referência (17) e o exemplo 8 da referência (56). 
Nestes exemplos procura-se mostrar a eficiência dos métodos de-
senvolvidos nos itens anteriores, avaliando-se as respostas das 
estruturas a carregamentos do tipo determinístico e aleatório. 
Para tanto foi desenvolvido, neste trabalho, um programa compu-
tacional em FORTRAN, visando principalmente, automatizar o cál-
culo da verificação da fadiga estrutural em juntas tubulares m~ 
tálicas soldadas, submetidas ã ação de solicitações dinâmicas de 
caráter determinístico ou aleatório. Foram implementados os pro-
cedimentos de análise apresentados nos Capítulos II a V, possib~ 
litando que o programa.denominado DINFAD, forneça resultados para: 
resposta permanente no domínio da freqüência 
resposta aleatória 
resposta para freqüência alta de excitação 
vida Útil de juntas através de análise determinística ou 
aleatória. 
Na análise dinâmica, foi implementado o Método 
de Superposição Modal com a Técnica da Correção Estática, utili 
zando-se o programa DINA (60) para determinação dos modos de vi 
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bração, bem como para utilização dos elementos finitos implemen-
tados. 
Os resultados sao comparados com os obtidos p~ 
lo programa LORANE-DINA (9). 
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VI.2 - EXEMPLO 1 
Este exemplo se constitui de um pórtico plano, 
ilustrado na figura VI.l, discretizado numa malha de elementos fi 
nitos de pórtico de 20 elementos e 15 nós, com 36 graus de liber-
dade. Nas tabelas VI.la VI.2 encontram-se as propriedades geome-
tricas e físicas, respectivamente, comuns a todos os elementos. A 
estrutura está submetida a carregamento dinâmico permanente, con-
forme indicado na tabela VI.3, e seu amortecimento é 101 do amor-
tecimento crítico. 
As seis primeiras frequências naturais e perí~ 
dos da estrutura encontram-se na tabela VI.4, podendo-se avaliar 
a relação entre a frequência de excitação e as duas primeiras fre 
qUências naturais: 
= 0.72 e = 0.24 
A relação entre a frequência de excitação e a segunda frequência 
natural e baixa, menor que 1/3, podendo-se concluir, através do 
gráfico da figura III.l, que a partir do segundo modo o comport~ 
mento da estrutura é quasi-estático. 
Neste exemplo sao comparados resultados das 
amplitudes máximas da resposta da estrutura, obtidos do programa 
DINFAD, utilizando-se o Método de Superposição Modal com e sem 
correção estática no domínio da frequência, com os resultados ob 
tidos utilizando-se o Método Direto no domínio da frequência, a-
través do programa LORANE-DINA. 
Os resultados dessa comparaçao estão apresen-
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tados nas tabelas VI.5 e VI.6, sob a forma de erro ou diferença 
percentual, ou seja: 
onde 
IRMM - RMDI 
E= x 100 (VI. 1) 
RMD 
E e o erro ou diferença percentual 
RMM e o resultado obtido utilizando-se o Método de Superp~ 
sição Modal 
RMD é o resultado obtido utilizando-se o Método Direto 
O erro percentual foi calculado admitindo-se 
que os resultados obtidos através do Método Direto são mais pre-
cisos. 
Na tabela VI.5 sao comparados resultados de 
deslocamentos nas direções globais X e Y e rotação RZ do no 2, u 
tilizando-se 6 e 12 modos sem correção e 1 e 6 modos com corre-
ção, verificando-se que nestes casos a diferença é desprezível. 
Estes resultados da resposta no steady-state estão nos gráficos 
das figuras VI.2, VI.3 e VI.4. 
Na tabela VI.6 comparam-se os resultados de e~ 
forços axiais nas barras, verificando-se uma grande diferença sem 
a correção estática, ao se utilizar seis modos de vibração, sendo 
que, em algumas barras, aumentar o número dos modos não implicou 
em resultados melhores, como as barras 1, 2, 4 e 6. Aplicando-se 
a correção estática, os esforços convergem tanto com a utilização 
de um modo, quanto de seis modos, o que pode ser explicado pelas 
baixas relações entre a frequência de excitação e as frequências 
naturais a partir do segundo modo. Desta forma, a técnica da cor-
reção estática dos modos superiores é plenamente satisfatória. 
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Neste exemplo nao houve diferenças significa-
tivas para esforços cortantes e momentos. 
Os gráficos das figuras VI.Se VI.6 represen-
tam os esforços axiais nas barras 1 e S, no steady-state. Atra-
ves da figura VI.S está evidenciado que aumentar o número de mo-
dos pode não alterar a convergência dos resultados. 
Para esta mesma estrutura foi realizada uma a 
nâlise alterarldo-se o amortecimento para 6.7%, obtendo-se peque-
nas diferenças conforme apresentado nas figuras VI.7 e VI.8. 
127 
l <D 2 @ 3 
9 ® @) @ L 
© 5 . 0) 
4 6 
@ ~ l L 
® e © 7 9 
15 @ @ @ L 
0 11 ® o l l 2 
l @ @) @ L 
.:,- 11:1 1/f/ 
13 14 15 
---X 
L L 
·FIGURA :m l _ Modelo do pórtico plano 
128 
1\rea da seçao transversal (Ax) 1.00 m2 
Momento de inercia ( I z) o. o l m4 
Comprimento dos elementos ( L ) 5.00 m 
TABELA VI. l - Caracteristicas geométricas dos elementos 
MÕdulo de elasticidade ( E ) 10 4 tf/m 2 
Coeficiente de Poisson ( V ) o 
Densidade ( p ) 0.2 
tf. 52 
m4 
TABELA VI.2 - Caracteristicas fisicas do material 
CARGA MÕDULO(tf) FASE FREQUtNCIA(HERTZ) 
p l l. o o 0.07 
p 0.5 o 0.07 2 
p 3 o. l o 0.07 
TABELA VI.3 - Dados do carregamento dinâmico 
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MODOS PERÍODOS(s) FREQÜÊNCIA(HERTZ) 
l 1 O. 28 0.097 
2 3.32 0.301 
3 1. 95 O. 51 3 
4 1. 45 0.691 
5 0.53 l. 897 
6 0.45 2. l 9 9 
TABELA VI.4 - Freq~éncias naturais e periodos 
NÕ DIREÇ/10 6 MODOS 12 MODOS l MODO 
6 MODOS 
SEM CORREÇIIO SEM CORREÇ/10 COM CORREÇIIO COM CORREÇIIO 
2 X 0.03 0.03 O. 18 0.02 
y 5.73 19.57 0.55 0.01 
RZ O. l 7 O. 1 7 l . 21 O. 1 2 
TABELA VI.5 - Diferenças percentuais entre o Método Direto 
e o Método de Superposição Modal para Des-
locamentos nodais 
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BARRA 6 MODOS 12 MODOS 1 MODO 6 MODOS SEM CORREÇllO SEM CORREÇllO COM CORREÇ/10 COM CORREÇllO 
l 94.48 94.20 0.04 0.01 
2 83.06 83.93 0.09 0.01 
3 96.44 26.77 0.07 0.01 
4 90.67 74.51 0.22 0.04 
5 70. 1 O 21 . 1 9 0.34 O.DO 
6 178.56 l 24. 69 O. 21 2.02 
TABELA VI.6 - Diferenças percentuais entre o Metodo 
Direto e o Metodo de Superposição 
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VI.3 - EXEMPLO 2 
Constitui-se de um pórtico plano, ilustrado na 
figura VI.9 discretizado numa malha de elementos finitos de pórti 
co de 26 elementos e 15 nós, com 36 graus de liberdade. Nas tabe 
las VI .1 e VI. 2 encontram-se as propriedades físicas e geométricas 
comuns a todos os elementos. O carregamento permanente é o mesmo 
do Exemplo 1, de acordo com a tabela VI.3, e o amortecimento é de 
6.7% do amortecimento crítico. 
Na tabela VI.7 encontram-se as seis primeiras 
frequências naturais e períodos da estrutura, avaliando-se as re-
lações entre a frequência de excitação e as duas primeiras freqUê~ 
cias naturais como sendo: 
= O. 4 8 e = 0.07 
Foram comparados resultados de amplitudes máxi 
mas obtidos através do Método Direto e do Método de Superposição 
Modal, com e sem correção estática, pelo DINFAD e LORANE-DINA. As 
diferenças percentuais encontram-se nas tabelas VI.8 a VI.12, se-
gundo a equação VI.l. 
Na tabela VI.8 é feita a análise de deslocamen 
tos nas direções X e Y e rotação RZ do no 1, verificando-se dife-
renças muito pequenas. Na figura VI.10 estão ilustrad@s ós gráfi-
cos, no steady-state, de deslocamento, velocidade e aceleração na 
direção X do nó 1, mostrando a diferença de fase que existe entre 
as curvas. Os gráficos das figuras VI.11, VI.12 e VI.13 mostram 
os deslocamentos e rotação do nó 1. 
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Pela tabela VI.9 verificam-se grandes difere~ 
ças entre os métodos para esforços axiais, sendo que na barra 2, 
ao se aumentar o número de modos a diferença aumentou. Aplicand~ 
-se a correçao estática, com apenas seis modos, os resultados são 
precisos. Nas figuras VI.14 e VI.15 estão os esforços axiais nas 
barras 1 e 9, havendo, neste Último caso, mudança significativa 
na fase. 
Na tabela VI.10 é feita análise dos esforços 
axiais nas barras 9 e 11, utilizando-se 6, 10, 12, 15, 23 e 24 mo 
dos de vibração sem correção estática. Observa-se que a utiliza-
çao de um número maior de modos pode melhorar ou piorar os resul-
tados, so havendo convergência quando são utilizados todos os 24 
modos de vibração da estrutura. Na figura VI.16, pode-se verifi-
car este comportamento, que reflete a importância da contribui-
çao dos modos mais altos na resposta. 
As tabelas VI.11 e VI.12 apresentam os resulta 
dos para esforços cortantes e momentos, verificando-se o mesmo com 
portamento dos esforços axiais. 
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MODOS PERlODOS ( s ) FREQÜtNCIA(HERTZ) 
l 6.85 O. l 46 
2 0.97 l . O 26 
3 O. 58 l . 7 26 
4 0.40 2.497 
5 0.30 3.283 
6 0.29 3.464 
TABELA VI.7 - Freqüências naturais e periodos 
NÕ D!REÇAO 6 MODOS 12 MODOS 6 MODOS SEM CORREÇAO COM CORREÇAO COM CORREÇAO 
l X O. 40 0.32 0.00 
y 0.43 0.20 0.01 
RZ 8. l 9 7.80 o. o l 
TABELA VI.8 - Diferenças percentuais entre o Mêtodo Direto 
e o Mêtodo de Superposição Modal para 
deslocamentos nos nõs 
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BARRA 6 MODOS 12 MODOS 6 MODOS SEM CORREÇIIO SEM CORREÇIIO COM CORREÇIIO 
l 79.78 74.67 0.01 
2 990.24 1245.02 l . 70 
9 276.97 42. 56 O. 29 
1 O 81 . 51 6 4. O l 0.05 
1 1 1088.77 1803.08 2.00 
1 3 78.54 72.20 0.03 
1 6 1 31. 05 79.39 0.05 
l 9 316.42 177.07 0.08 
TABELA VI.9 - Diferenças percentuais entre o Metodo 
Direto e o Metodo de Superposição 
Modal para esforços axiais nas barras 
BARRA 6 MODOS 1 O MODOS 12 MODOS 15 MODOS 23 MODOS 24 MODOS 6 MODOS SEM CORREÇJIO SEM CORREÇJIO SEM CORREÇJIO SEM CORREÇJIO SEM CORREÇJIO SEM CORREÇlló COM CORREÇJIO 
9 276.97 803.64 42.56 134. 34 1126.45 o. 25 0.29 
11 1088. 77 344.55 1803 .08 1638.14 2014 .84 1.15 2.00 
TABELA VI.10 - Diferenças percentuais.entre o Mitodo Direto e o Mitodo de Superposição 
Modal para esforços axiais nas barras 
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BARRA 6 MODOS 12 MODOS 6 MODOS SEM CORREÇ/10 SEM CORREÇIIO COM CORREÇIIO 
l 34.80 21 . 2 2 0.01 
9 61 . 03 45.88 0.02 
l o 32.40 5.46 0.04 
l l 41 . 14 87.99 0.06 
22 53. 4 7 7.46 0.03 
TABELA VI.11 - Diferenças percentuais entre o Mêtodo 
Direto e o Mêtodo de Superposição 
Modal para esforços cortantes nas barras 
BARRA NCi 6 MODOS 12 MODOS 6 MODOS SEM CORREÇIIO SEM CORREÇ/10 COM CORREÇ/10 
l l 39.59 28.33 0.01 
2 28. 18 11 . 4 l 0.01 
9 l 39.59 28.33 0.02 
4 89.43 83.03 0.01 
lo 5 76.36 l 7. 6 7 0.49 
l l 6 316.18 599.45 4.90 
21 2 30.99 19.48 0.00 
22 2 229.01 3 8. l 3 0.22 
TABELA VI.12 - Diferenças percentuais entre o Mêtodo 
Direto e o Mêtodo de Superposição 
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VI.4 - EXEMPLO 3 
Trata-se do pórtico plano da figura VI.17, com 
posto de 15 nos e 28 elementos, com 36 graus de liberdade. As pr~ 
priedades físicas e geométricas dos elementos encontram-se nas ta 
belas VI.l e VI.2. O carregamento permanente é o mesmo dos exem-
plos anteriores, indicado na tabela VI.3, sendo o amortecimento 
da estrutura de 1.9%. 
As seis primeiras frequências naturais e perí~ 
dos estão na tabela VI.13, verificando-se que a relação entre 






As tabelas VI.14 a VI.17 apresentam as diferen 
ças percentuais das amplitudes máximas de deslocamentos e esfor-
ços obtidos através do Método de Superposição Modal e do Método 
Direto, de acordo com a equação VI.l. 
As figuras VI.18 a VI.22 sao os gráficos, no 
steady-state, dos deslocamentos e esforços, utilizando-se 6 modos 
de vibração com e sem correção estática. 
Analisando-se os resultados, verifica-se que 
os deslocamentos convergem com poucos modos sem correçao, e que 
os esforços apresentam grandes diferenças, principalmente os es-
forços axiais. Também neste exemplo fica claro que aumentar o nú 
mero de modos de vibração pode melhorar a solução, corno no caso 
dos esforços axiais das barras 4 e 7 (tabela VI.15), ou dos momen 
tos na barra 2 (tabela VI.17), nada alterar ou até mesmo piorar, 
conforme os esforços axiais das barras 8 e 9. Na figura VI.22 ve-
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rifica-se que a utilização do Método Modal, sem correçao, pode 
levar a resultados errados em amplitude e fase. 
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FIGURA fil. 17_ Modelo de pórtico plano 
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MODOS PERTODOS(s) FREQÜtNCIA(HERTZ) 
l l. 98 0.505 
2 0.63 l . 5 7 8 
3 0.57 l . 7 59 
4 0.33 3.052 
5 0.27 3.677 
6 0.26 3.890 
TABELA VI.13 - Freqüências naturais e periodos 
NÕ DIREÇlíO 6 MODOS 12 MODOS 6 MODOS SEM CORREÇIIO SEM CORREÇIIO COM CORREÇIIO 
l X 2.48 2.47 
y 0.06 0.70 
RZ 4.25 7 . 2 2 
TABELA VI.14 - Diferenças percentuais entre o Mêtodo 
Direto e o Método de Superposição 





BARRA 6 MODOS 12 MODOS 6 MODOS SEM CORREÇ/10 SEM CORREÇIIO COM CORREÇIIO 
l 76.24 7 6. 11 0.01 
2 32 878.41 32 950.69 l 2. 87 
3 80.79 40.76 0.02 
4 75.72 3. 23 0.01 
5 67.39 26.01 0.02 
6 378.41 166.81 0.04 
7 88. l 2 11 . 80 0.01 
8 36.36 114.80 0.02 
9 109.13 689.93 0.30 
lo 90.38 53. 28 0.05 
11 459.66 62.96 0.62 
13 79.90 40.92 0.06 
16 887 .92 33.31 0.27 
l 9 l 039.32 l 521.61 l.62 
TABELA VI.15 - Diferenças percentuais entre o Metada Direto 
e o Metada de Superposição Modal para es-
forços axiais nas barras 
BARRA 6 MODOS 12 MODOS 6 MODOS SEM CORREÇ/10 SEM CORREÇ/10 COM CORREÇIIO 
2 32.63 16. 46 0.01 
9 29.37 32.62 0.00 
21 58.83 28.67 o. o l 
TABELA VI.16 - Diferenças percentuais entre o Metada Direto 
e o Metada de Superposição Modal para es-
forços cortantes nas barras 
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2 43.54 27.37 0.01 
4 3 5. 76 43.39 0.00 
2 66.70 49.04 0.03 
4 42.29 24. 14 0.01 
2 69.73 9.36 0.02 
6 68.98 13 . 6 5 0.02 
TABELA VI.17 - Diferenças percentuais entre o Método 
Direto e o Método de Superposição 
Modal para momentos nas barras 
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VI.5 - EXEMPLO 4 
Este exemplo se constitui numa viga isostáti-
ca indicada na figura VI.23, discretizada em 11 nós e 10 elemen-
tos, com 30 graus de liberdade. As propriedades físicas e geome-
tricas encontram-se nas tabelas VI.18 e VI.19. O carregamento dl 
nâmico se constitui de cargas iguais aplicadas em todos os nós, 
de acordo com a tabela vr.20, e o amortecimento é de 3% do amorte-
cimento crítico. 
As seis primeiras frequências naturais e peri 
odos estão indicados na tabela VI.21, sendo que a relação entre 
a frequência de excitação e a primeira freqUência natural e: 
= 0.20. 
Na tabela VI.22 encontram-se as diferenças pe! 
centuais das amplitudes máximas de esforços cortantes utilizando-
-se o Método de Superposição Modal e o Método Direto, de acordo 
com a equação VI.l, para as barras 1 e 5. Verifica-se a rápida 
convergência dos resultados, utilizando-se poucos modos sem cor-
reção, pois neste caso, os primeiros modos da estrutura sao modos 
de flexão, sendo que a transformação de coordenadas, utilizando 
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FIGURA iZJ: . 23 _ Modelo de viga isostática 
l\rea de seçao transversal (Ax) l . 00 m2 
. 
Momento de inercia ( I z ) 0.01 m" 
Comprimento dos elementos ( L ) l . 00 m 
TABELA VI.18 - Caracter,sticas geomêtricas dos elementos 
Módulo de elasticidade ( E ) 1 o• tf /m 2 
Coeficiente de Poisson ( \/ ) o 
Densidade ( p ) 0.2 tf.s
2 
m" 
TABELA VI.19 - Caracter,sticas f1sicas do material 
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CARGA MÕDULO(tf) FASE FREQÜÊNCIA ( HERTZ.) 
P1 a P11 1.0 o 0.07 
TABELA VI.20 - Dados do carregamento dinâmico 
MODOS PER10D0S(s) FREQÜtNCIA(HERTZ) 
l 2.847 0.357 
2 O. 71 2 l . 405 
3 0.317 3. l 59 
4 O. l 7 9 5.584 
5 O. 178 5.606 
6 O . 11 5 8. 71 7 
TABELA VI.21 - Freqüências naturais e periodos 
BARRA 6 MODOS 8 MODOS 10 MODOS 12 MODOS 18 MODOS 6 MODOS SEM CORREÇlíO SEM CORREÇlíO SEM CORREÇlíO SEJ~ CORREÇlíO SEM CORREÇlíO COM CORREÇlíO 
1 O .61 0.06 0.06 º·ºº º·ºº º·ºº 
5 6.67 3.02 3 .01 0.00 0.00 0.00 
TABELA VI.22 - Diferenças percentuais entre o Método Direto e o Método 
de Superposição Modal para esforços axiais nas barras 
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VI.6 - EXEMPLO 5 
Neste exemplo serao apresentados resultados o~ 
tidos da análise da 5e configuração da plataforma auto-elevatórl 
a AE-48, para profundidade de 100 m de lâmina d'água, cujo proj~ 
to está sendo desenvolvido pela PETROBRÁS S.A. e COPPE. Utilizo~ 
-se o modelo simplificado de rigidez equivalente, de acordo com 
a referência (61), discretizando-se a ·estrutura através de ele-
mentos de pórtico, conforme indicado na figura VI. 24. O casco foi 
discretizado através de elementos de rigidez alta, sendo ligado 
às pernas da plataforma através de molas lineares. O apoio das 
pernas nas sapatas e representado por engaste que impede trans 
lação em X, Y e Z. A malha se compõe de 90 nós e 96 elementos, 
possuindo o modelo 531 graus de liberdade. As coordenadas dos nós, 
bem como propriedades e outros dados foram retirados da referên-
cia (61) . 
As dez primeiras frequências naturais e perí~ 
dos estão na tabela VI.23. O primeiro e segundo modos de vibração 
sao modos de flexão, e o terceiro é um modo de torção em torno do 
eixo Z, todos modos globais. A partir do quarto surgem modos lo-
cais de vibração. 
Foi analisado o caso em que o carregamento a-
plicado é resultante da ação de urna onda ressonante, de período 
9.301 seg e altura 9.29 rn, adotando-se amortecimento de 4%. Essa 
onda atua com valor máximo na face paralela ao plano YZ, atingi~ 
do o valor máximo, na outra perna, com um atraso representado 
por urna defasagem de -1.9354 rad. Na figura VI.25 está represen-
tado o deslocamento na direção global X do nó 82, devido aos dois 
carregamentos defasados e sua resultante. A atuação deste carre-
168 
gamento foi representada através de cargas horizontais nodais, 
aplicadas na direção X, nos nós submersos da estrutura, obtidas 
através de análise do programa STRUDL (55). 
As relações entre a frequência de excitação e 
as quatro primeiras frequências naturais são as seguintes. 
" 1 e = 0.06 
Na tabela VI.24 sao apresentados o deslocamen 
to do nó 82, situado no topo da estrutura, e a reaçao vertical 
na barra vertical, utilizando-se o Método de Superposição Modal 
com 1 e 2 modos sem correçao e 1 e 6 modos com correçao. 
Verifica-se, através da tabela VI.24 e dos gr~ 
ficos das figuras VI.26 a VI.29, que os dois primeiros modos de 
vibração são suficientes para uma conveniente representação do car 
regamente atuante. 
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FIGURA ::m:. 24_ Malha da AE-48 _modelo simplificado 
170 
MODOS PER!ODOS ( s) FREQÜtNCIA (HERTZ) 
·-. 
1 9.295 O. 1 08 
2 9.295 O. 1 08 
3 8.981 O. 111 
4 O. 565 1 . 7 7 O 
5 0.565 1 . 7 70 
6 0.565 1 . 7 7 2 
7 0.565 1 . 7 7 2 
8 0.565 1 . 7 7 2 
9 O. 54 7 l . 8 2 9 
1 O 0.380 2.634 
TABELA VI.23 - Freqüências naturais e per1odos 
DESLOCAMENTO DIR. X REAÇ.11:0 VERTICAL 
NO 82 (m) BARRA 54 {tf) 
l modo 
sem correçao 1 . 3 96 1838.9 
2 modos 
sem correçao 2.792 3677.7 
l modo 
com correçao l . 40 5 1847.6 
6 modos 
com correçao 2.792 3678.8 
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FIGURA VI,27 DESLt'ICAMENTO DIR. X - Nt'I 82 
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í:'J 6 MODOS COM CORRECRO 


















































(J. OiJ ij. [!0 9,[!0 12-C!O 16,[!0 20,00 24,(!0 2'3, (!O 
TEMP('J CS) 
FIGURR VI.28 RERCRO NORMRL - BRRRR 5~ 
175 
M[10l" SEM CORRECRC1 
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VI. 7 - EXEMPLO 6 
A estrutura analisada é o pórtico plano da fi 
gura VI.30, composto de 17 nós e 22 elementos, com 42 graus de li 
herdade. As propriedades físicas e geométricas dos elementos en-
contram-se nas tabelas VI.l e VI.2. 
O carregamento dinâmico é do tipo permanente, 
com freqüência alta de excitação, conforme indicado na tabela VI . 
. 25. 
Na tabela VI.26 estão as 28 freqüências natu-
rais e períodos da estrutura, sendo as relações entre as freqtlê~ 
cias de excitação e a Última freqüência natural dadas por: 
= 2.75 e = 1. 83 
Trata-se, portanto, de um caso de freqüência 
de excitação alta. 
Nas tabelas VI.27 e VI.28 sao apresentados os 
resultados de deslocamentos e acelerações nos nós onde são apli-
cadas as cargas, e na sua direção, para cada carga, separadamen-
te. São comparados os resultados obtidos do LORANE-DINA, conside 
rando a existência de amortecimento, da ordem de 1.6%, e sem a-
mortecimento, e os resultados do programa DINFAD. Verifica-se que 
os resultados são idênticos, nao havendo influencia do amorteci-
mento sobre a resposta. 
Para este caso foi utilizada a matriz de mas-
sa consistente para elemento de pórtico, segundo Przemieniecki 
( 8) . 
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CARGA M0DULO{tf) FASE FREQÜtNClA(HERTZ) 
. 
p l 1. o. 60. 
P2 1. o. 40. 
TABELA VI.25 - Dados do carregamento dinâmico 
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MODOS PERTODOS(s) FREQÜÊNCIA(HERTZ) 
l l O. 28 0.097 
2 3.32 0.301 
3 l. 95 O. 51 3 
4 1.45 O. 6 91 
5 0.54 l . 848 
6 0.47 2. l 28 
7 0.46 2. l 2 9 
8 0.43 2.307 
9 0.41 2.413 
lo O. l 8 5.568 
11 O. l 7 5.829 
12 O. l 7 5.925 
13 O. l 7 5.953 
14 O. l 6 6.377 
1 5 O. 1 6 6.424 
16 O . 14 7 . l 2 6 
1 7 O. 1 2 8.221 
18 O. 11 9.199 
19 O. 11 9.424 
20 o.lo 9.691 
21 o. l o 9.750 
22 o.lo 9.766 
23 o. l o 9.980 
24 0.09 l O .876 
25 0.09 11 . 297 
26 0.09 l l. 538 
27 0.05 21 . 841 
28 0.05 21.842 
TABELA VI.26 - Freqüências naturais e períodos 
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DINFAD LORANE - DINA LORANE - D INA /;=0% /;=l .6% 
DESLOCAMENTO y 
1.98] X 10-5 1.981 X 10-5 l.98lxlo-5 NO 9 
(m) 
ACELERAÇlíO y 2.816 2.816 2.816 
NO 9 
(m/s 2 ) 
DESLOCAMENTO Y ].016 X ]Q-7 1.016 X ]Q-7 ] . 016 X ] 0 -7 
NO 12 
(m) 
ACELERAÇAO y l .445 ,X 10-2 1.445 X ]Q-2 1.445 X 10-2 
NO 12 
(m/s 2 ) 
TABELA VI.27 - Resultados relativos ao carregamento P1 
DINFAD LORANE - DINA LORANE-DINA 1;=0% i;=l ,6% 
DESLOCAMENTO Y -7 -7 -7 
NO 9 2.677 X 10 2.677 X ]Q 
2.677 X ]Q 
(m) 
ACEL ERAÇAO Y -2 -2 -2 
NO 9 l .691 X l Ü ] . 69] X ] 0 l . 691 X l Ü 
(m/s 2 ) 




NO 12 2.824 2.824 2.824 
(m/s 2 ) 
TABELA VI.28 - Resultados relativos ao carregamento P2 
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VI. 8 - EXEMPLO 7 
Este exemplo se constitui da placa apoiada nos 
bordos da figura VI.31, discretizada numa malha de elementos RGCP, 
composta de 25 nós e 16 elementos, com 39 graus de liberdade. Na 
tabela VI.29 encontram-se as propriedades geométricas e físicas, 
comuns a todos os elementos. 
A estrutura está submetida a carregamento dini 
mico permanente, conforme a tabela VI.30, aplicado nos nós 12, 13 
e 14 na direção Z. 
As nove freqüências naturais e períodos estão 
indicados na tabela VI,31, e a relação entre a freqüência de exc! 
tação e a Última freqüência natural é: f 
rg 
de um caso de freqüência de excitação alta. 
= 4.5, tratando-se 
Na tabela VI.32 encontram-se resultados de des 
locamentos e acelerações na direção Z dos nós 12, 13 e 14. Pode-
-se avaliar a massa discreta na direção Z desses nos, cujo valor 
é de 2.3488 t. Este valor da massa, multiplicada pela aceleração 
do nó, fornece, aproximadamente, o valor da carga aplicada, ou s~ 
ja, a resposta da estrutura ao carregamento é através das forças 
de inércia, tratando-se de um fenômeno localizado. 
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Espessura ( e ) 2.00 m 
-
Comprimento ( L) 40.00 m 
MÕdulo de Elasticidade (E) 30 X 10 6 tf/m 2 
Coeficiente de Poisson ( \) ) 0.25 
Densidade ( p) 0.000734 tf.s
2 
m4 
TABELA VI.29 - Caracter1sticas geometricas e f1sicas dos 
elementos 
CARGA MÕDULO(tf) FASE FREQUtNCIA(HERTZ) 
P1 1 O. o . 400. 
TABELA VI.30 - Dados do carregamento dinâmico 
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MODOS PERIODOS(s) FREQÜtNCIAS(HERTZ) 
1 0.070 14.318 
2 0.029 34.853 
3 0.029 34.853 
4 0.020 51.273 
5 O. O 1 5 65.279 
6 0.015 65.279 
7 0.013 74.895 
8 O. O 1 3 74.895 
9 O. 011 89.425 
TABELA VI.31 - Freqüências naturais e periodos 
NCi 1 2 NCi 1 3 NO 14 
DESLOCAMENTO Z -7 6.801 X ]Q-7 6.862 X 10-7 (m) 6.862 X 10 
ACELERA~líO Z 
(m/s) 4.335 4.296 4.335 
TABELA VI.32 - Resultados de deslocamentos e acelerações 
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VI.9 - EXEMPLO 8 
Neste exemplo é analisada a estrutura de um 
queimador, ou flare-boom, constituído de membros tubulares metá-
licos soldados, cujas plantas se encontram representadas nas fi-
guras VI.32.a e VI.32.b, discretizada numa malha de 87 nós e 154 
elementos de pórtico, com 522 graus de liberdade, de acordo com 
as figuras VI.33.a a VI.33.d. O flare-boom é conectado ã plata-
forma através de três molas lineares, e os equipamentos, tais co 
mo passarela e outros, foram considerados como massas concentra-
das nos nós da estrutura. 
O objetivo deste exemplo é a análise da fadi-
ga nas juntas soldadas devido ã variação de tensões provocada p~ 
la ação dinâmica do vento, tratando-se, portanto, de uma solici-
tação do tipo aleatória, procedendo-se a uma análise aleatória 
para a determinação da resposta, .de acordo com a referência (56). 
Para esta análise, consideram-se duas config~ 
raçoes do flare-boom, uma definitiva e a outra é uma configura-
ção mais flexível, obtida alterando-se as características geomé-
tricas de algumas barras. 
Nas tabelas VI.33 e VI.34 estão as seis pri-
meiras freqüências naturais e períodos das duas configurações, o~ 
servando-se um pequeno aumento dos períodos para a configuração 
mais flexível. 
De acordo com Blessman (57) e Gould (24), o 
vento se compoe de um fluxo médio ao qual se superpoem flutuações 
de fluxo, denominadas rajadas ou turbulências. Desta forma, ave 
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locidade do vento pode ser decomposta na soma da velocidade me-
dia v mais a raiz quadrada do valor médio quadrático da veloci-
m 
dade, relativa a turbulência, ou seja: 
V = V + 
T m ªv (VI. 2) 
onde a e obtido da densidade espectral da componente turbulenta 
V 
da velocidade, Sv(f), de acordo com a DNV (35) e a equação (IV . 
. 91), obtendo-se: 
onde 
í f"' ]1/2 
= l Jo Sv(f) df (VI, 3) 
s (f) = 
V 
(VI. 4) 
f e a frequência em Hertz 
v10 e a velocidade média horária a 10 m acima do solo 
k e um coeficiente de rugosidade cujo valor para mar mode-
rado é 0.0015 
X= 1800 
A API (38) apresenta outro espectro para o ven-
to, adotando-se, neste trabalho, o da DNV, relativo ã equação (VI . 
. 4) • 
A pressao exercida pelo vento de velocidade me 





+ 2 p zP = zP - ªv) T m (VI. 5) 
Esta equaçao se reduz a: 
1 
cd 
v2 ± cd V p = 2 p p (J m m V (VI. 6) 
onde 
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pé a massa específica do ar cujo valor e 0.00129 t/m 3 
Cd e um fator de forma, adotando-se 1.5 
O termo que interessa, neste caso, e a compo-
nente turbulenta, dada por: 
(VI. 7) 
Para a determinação da velocidade vm, adotou-
-se o procedimento da NB-599 (58), onde conhecida a velocidade 
básica v10 , determina-se a velocidade característica através da 
equaçao: 
(VI. 8) 
onde s1 , s2 e s3 sao fatores que variam com a topografia do ter-
reno, dimensões da edificação e altura acima do terreno e grau 
de segurança da edificação, de acordo com a NB-599. 
Desta forma, a equaçao (_VI. 7) pode ser expre~ 
sa por: 
(VI. 9) 
Neste exemplo considerou-se a estrutura dividi 
da em níveis acima do nível do mar, para a avaliação do fator Se 
da velocidade vm. 
Substituindo (VI .3J em (VI. 7), tem-se que: 
(VI.10) 




2 ["' e P e d v J s e fJ df 
m !o v 
(VI.11) 
Como p• 2 e, na verdade, o valor médio quadrá-
tico da pressao que é igual à variância para média nula, pode-se 
expressá-lo por: 
p'z 2 f"' s (f) df = a = p !o p (VI.12) 
onde 
f"' sP CfJ df = 2 f"' sv (f) df (p cd vm) 
!o !o 
(VI.13) 
Para se determinar o valor médio quadrático, 
ou variância, da força aplicada, multiplica-se pela área de in-
fluência A, obtendo-se: 
2 2 2 2 
F' = ªF = (p Cd vm A) ºv 
onde 
F 
e a carga aplicada em cada nó. 
Combinando-se as equaçoes, chega-se a: 
F
2 
S ( f) 
V 













Obtidas as variâncias dos esforços, as variân 
cias das tensões efetivas, o 2 , ou hot-spot stresses, são determi 
e -
nadas aplicando-se os fatores de concentração de tensões, de a-
cordo com o item V.3. O desvio padrão, portanto, e ºe· 
Conhecido o desvio padrâo ºe das tensões, po-
de-se avaliar o número de ciclos associados, de acordo com o pr~ 
cedimento desenvolvido no item IV.3.3. 
Para avaliaçâo do numero de ciclos admissível, 
adotou-se a curva X da DNV (35), tomando-se como amplitude dava 
riação de tensões o valor S = 2o. 
e 
Adotou-se a distribuição anual de velocidades 
do vento, apresentada na tabela VI.35, referente ã costa SE do 
Brasil (59). 
O numero total de ciclos, NTC, correspondente 
ã velocidade v10 considerada, utilizado na equação (V.4), é obti 
do pelo quociente da duração total em segundos dos ventos com ve 






P e a percentagem de ocorrência da veloci-
vlO 
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/" s (f) df o e 
[J
00
f 2 S (f)df 
\ o e 
S é a densidade espectral das tensões. 
e 
No gráfico da figura VI.34, estão as curvas 
da densidade ,espectral do vento, para cada velocidade v10 do his 
tograma, segundo a DNV. 
As figuras VI.35 e VI.36 apresentam os gráfi-
cos de densidade espectral do deslocamento na direção global Y 
do nó 1, utilizando-se seis modos de vibração, com e sem corre-
ção estática. Observam-se dois picos significativos em duas regl 
ões: o primeiro ocorre logo nas mais baixas frequências, e pode 
ser explicado pelo pico que ocorre, na mesma região, na curva de 
densidade espectral de solicitação, conforme figura VI.34. O se-
gundo pico ocorre sobre a primeira frequência natural, e a par-
tir daí, ocorre um pequeno pico sobre a segunda frequência natu-
ral, tendendo a curva a zero para as demais frequências. 
Na figura VI.37 comparam-se as curvas de den-
sidade espectral do deslocamento y do no 1 ' da geometria defini-
tiva e da geometria mais flexível, podendo-se observar a varia-
çao de amplitudes e o deslocamento do segundo pico devido ava-
riação no valor da primeira frequência natural. 
Nas tabelas VI. 36 e VI. 38 sao comparados os re-
sultados de vida Útil obtidos para as duas configurações, utili-
zando-se 6 modos com e sem correção dos modos superiores. Podem-
-se observar grandes diferenças, que no caso par·ticular desta es 
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trutura nao causariam problemas de segurança, mas o interesse, 
no caso, é avaliar a sensibilidade dos resultados de vida Útil, 
que poderiam causar danos em estruturas mas sensíveis à flutua-
çao de tensões. 
Na tabela VI.37 sao apresentados resultados 
de tensões efetivas na junta 77 do brace 42, para cada velocida-
de de vento, comparando-se os resultados com e sem correção esti 
tica, obtendo-se uma diferença média de 20% entre os dois méto-
dos. A esta diferença nas tensões, corresponde uma diferença de 
924% na vida Útil calculada com e sem correção, devido ao cará-
ter exponencial das curvas S-N. 
Na tabela VI.39 sao fornecidos resultados de 
diferença percentual entre vida Útil de juntas das duas configu-
rações, utilizando-se seis modos com correçao e tomando-se a con 
figuração definitiva como base de comparação. Verifica-se que u-
ma pequena alteração na geometria, com variações de diâmetro e 
espessura de juntas a nível local, e a uma variação no período 
natural, a nível global, acarreta em grandes variações no dano e 
consequentemente na vida Útil. 
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FIGURA :szr. .33c-Molho do Flore- boom 
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FIGURAJZI.33d _Malha do Flare-boom 
198 
MODOS PERTODOS(s) FREQUtNCIA(HERTZ) 
l 0.9068 l . l 03 
2 0.7688 l . 30 l 
3 0.3799 2.632 
4 0.3257 3 . 071 
5 0.3063 3.265 
6 0.2642 3.785 
TABELA VI.33 - Freqüências naturais e perfodos da configu-
ração definitiva do flare-boom 
MODOS PERTODOS(s) FREQUtNCIA(HERTZ) 
l 0.9663 l . 03 5 
2 0.8074 l . 239 
3 0.4100 2.439 
4 0.3757 2.662 
5 0.3635 2. 7 51 
6 0.3313 3 . O l 9 
TABELA VI.34 - Freqüências naturais e per,odos da confi~ 
guração mais flex,vel do flare-boom. 
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VELOCIDADE DO VENTO OCORRÊNCIA 
( m p h) ( % ) 
2 1 2. 6 
7 24.6 
1 2 23.8 
1 7 17.2 
22 11. 6 
27 5.6 
32 2.8 
37.5 1 . 3 
40+ 0.5 
TABELA VI.35 - Distribuição anual de velocidades do vento 
VIDA OTJL VIDA OTIL DIFERENÇA JUNTA BRACE (ANOS) (ANOS) 
SEM CORREÇAO COM CORREÇAO (%) 
77 42 385 461 37 661 924 
68 48 6 206 6 11 O 2 
60 53 11 524 8 936 29 
60 54 3 784 5 791 35 
52 59 2 756 5 127 46 
73 122 1 873 1 820 3 
TABELA VI.36 - Vida util para configuração definitiva do 
fl are-boom 
2 00 
VELOCIDADE TENSÕES TENSÕES DIFERENÇA ( kN/m 2 ) ( kN/m 2 ) DO VENTO SEM CORREÇIIO COM CORREÇIIO (%) 
2 14.943 20.815 28 
7 133.68 178.26 25 
1 2 383.62 497.45 23 
17 801.81 1025.0 22 
22 1375.7 1743.3 21 
27 2182.6 2742. 20 
32 3086.3 3812.9 19 
3 7 . 5 4252.2 5197.1 18 
40 + 4877.3 5936.4 18 
TABELA VI.37 - Tensões na junta 77 do brace 42 para a 
configuração definitiva 
VIDA GTIL VIDA GTIL DIFERENÇA JUNTA BRACE (ANOS) (ANOS) 
SEM CORREÇIID COM CORREÇIIO (%) 
77 42 8262 965 756 
68 48 5121 2812 82 
60 53 16173 6086 166 
60 54 4991 3590 39 
52 59 3208 2526 27 
73 122 657 400 64 
TABELA VI.38 - Vida útil para configuração flexivel do flare-boom 
2 01 
JUNTA BRACE DIFERENÇA ( % ) 
77 42 97 
68 48 54 
60 53 32 
60 54 38 
52 59 51 
73 1 22 78 
TABELA V!.39 - Diferença percentual entre a vida Ütil 
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C A p r Tu Lo VII 
CONCLUSÕES 
As estruturas metálicas soldadas, submetidas 
a açao de carregamentos dinâmicos, sofrem flutuações de tensões 
em seus membros que ocasionam o surgimento e propagação de fis-
suras, constituindo-se no fenômeno de fadiga. O trabalho desen-
volvido mostrou a viabilidade de se realizar a verificação da 
fadiga de estruturas tubulares metálicas soldadas, através de 
técnicas computacionais adequadas, utilizando-se métodos de ana 
lise dinâmica. 
Devido ao tipo das curvas S-N, ocorrem gran-
des variações no resultado de vida Útil para pequenas variações 
de tensões. Isto implica na necessidade de se determinar os es-
forços e tensões atuantes com suficiente precisão, já que exce~ 
sivas imprecisões poderão levar a resultados incorretos. Desta 
forma, deve-se proceder a análise levando-se em consideração os 
seguintes itens: 
o modelo estrutural adotado deve ser capaz de represe~ 
tar convenientemente todos os detalhes significativos. 
a utilização de uma malha de elementos finitos muito 
refinada implica num grande número de graus de liberda 
de, tornando a solução inviável em termos computacio-
nais. 
pode-se adotar uma malha de elementos finitos menos re 
finada, avaliando-se as tensões efetivas através dos 
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fatores de concentração de tensões para as juntas mais 
comuns, de modo a considerar a influência da geometria 
da junta sobre a concentração das tensões, procedendo-
-se a uma análise mais detalhada para as juntas mais 
complexas. 
o carregamento atuante deve ser avaliado de modo a con 
siderar sua variação durante toda a vida Útil da estru 
tura. 
o método de análise deve atender a necessidade de pre-
cisão dos resultados de esforços e tensões, além dele 
varem consideração se o tipo de carregamento aplicado 
é determinístico ou aleatório. 
deve-se determinar a história da variação das tensões 
no decorrer da vida Útil prevista para a estrutura. 
As técnicas de análise implementadas no pro-
grama DINFAD permitem a determinação da vida Útil de estruturas 
levando-se em consideração os itens anteriores. 
O Método de Superposição Modal, com a corre-
çao estática dos modos superiores, permite obter resultados pr~ 
cisos utilizando-se poucos modos de vibração, cujo número pode 
ser determinado realizando-se uma análise de vibrações livres e 
verificando-se a relação entre a frequência de excitação e as 
frequências naturais do sistema. Aplicando-se este método, o sis 
tema de equações diferenciais fica desacoplado, reduzindo o cus-
to computacional envolvido na análise. 
Na análise aleatória, trabalhando-se no domf 
nio da frequência, este método é ainda mais conveniente, pois 
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para cada freqüência do espectro há necessidade de se realizar 
uma análise dinâmica, não sendo interessante a aplicação do Mé-
todo Direto. 
Verifica-se que o espectro da resposta apre-
senta picos nas regiões onde ocorre o valor máximo do espectro 
da solicitação e sobre as primeiras freqüências naturais. Fica 
evidenciada, desta forma, a contribuição significativa da pare~ 
la dinâmica da resposta em presença da parcela estática corres-
pondente ao valor máximo do espectro da solicitação, 
O Método de Superposição Modal Clássico, sem 
correçao dos modos superiores, fornece bons resultados de deslo 
carnentos, velocidades, acelerações e forças de inércia, bem co-
mo para esforços nos casos em que os modos adotados sejam sufi-
cientes para urna adequada representação do carregamento. No en-
tanto, é sempre aconselhável a utilização da técnica de corre-
ção estática devido à dificuldade de se avaliar se os modos são 
ou não suficientes para a análise. 
Verifica-se, também, que a aplicação do Méto 
do Direto na análise de estruturas submetidas a solicitações com 
alta freqüência de excitação é satisfatória já que neste caso o 
amortecimento pode ser eliminado do sistema de equaçoes, o que 
implica na obtenção de resultados precisos sem grande esforço 
computacional. 
Um outro aspecto é que o modelo estrutural u 
tilizado na análise da fadiga deve ser tão sofisticado quanto o 
modelo utilizado na análise estática, de modo à obtenção preci-
sa de tensões. Desta forma, é possível utilizar um Único modelo 
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para a realização das diversas análises necessárias ao projeto 
(estática, dinãmica e fadiga). Esta unificação do modelo estru-
tural facilita o trabalho do projetista, ao mesmo tempo em que 
evita possíveis erros na elaboração de modelos distintos, permt 
tindo maior controle sobre as possíveis modificações que ocor-
rem no decorrer do projeto. 
Neste trabalho, a teoria desenvolvida é apll 
cada a sistemas lineares, porém poderá ser extendida a sistemas 
com não-linearidades físicas localizadas, através da técnica da 
linearização equivalente, como no caso da interação solo-estru-
tura. Para o tratamento de problemas mais complexos, que não se 
enquadrem nos casos anteriores, as análises poderão ser efetua-
das no domínio do tempo, com o auxílio de técnicas de simulação. 
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A P E N D I C E A 
LISTA DE FÓRMULAS PARAMIÕTRICAS SEMI-EMP!RICAS PARA DETERMINAÇÃO 
DOS FATORES DE CONCENTRAÇÃO DE TENSÕES 
EM JUNTAS TUBULARES SOLDADAS 
As fórmulas que se seguem foram desenvolvidas 
por Kuang, Gibstein, Smedley e Marshall para as juntas tipo T, Y, 
K e X (figura V.3), submetida a esforços axiais e momentos no pl~ 
no e fora do plano da junta (figura V.5). 
Foi adotada a notação abaixo, relacionada a fi 
gura A.l: 
T = espessura da parede do chord 
t = espessura da parede do brace considerado 
R = raio externo da seçao do chord 
r = raio externo da seçao do brace considerado 
e= ângulo entre brace e chord 
D= diâmetro externo da seção do chord 
a = distância (gap) entre o brace considerado e o brace 
mais próximo, submetido a carregamento, distância 
esta medida na superfície do chord 
L comprimento do chord 
B = r/R 
y = R/T 
g = a/D 







Para as fórmulas de Marshall, hâ as seguintes 
ªr = exp [-(0.ST + t)//0.Sdt J 
As fórmulas estão relacionadas nas tabelas 
A.la A.S. 
JUNTA K 
FIGURA A-1 _ Notação adotada para as características geométricas 
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TABELA A.l - Fórmulas de Kuang para juntas tipo Y. 










Brace: ~ 1-' 
3 (1) 
FCT = 4.076yo.55e-1.35S T a0.12 senl.94 8 
Chord: 5 
" [ií 
~ (1) = 0. 702y0.6S-0.04T0.86 0.57 8 








= l. 3Üly0.23S-0.38T0.38 0.21 8 




FCT = l.024yl.014B0.787T0.889 1.55 7 8 'd E5 0.3 ..: 13 < 0.55 sen - 1-'âl -
_ 0 462 1.014s-o.619 o.889 1.557 8 
§ § 
0.55 < S < o. 75 FCT o rt - . y T sen - o - -
~8' 
Brace: '-'· ., (1) § ~ 
l. 52Y0.852S0.80\0.S43 sen 2.033 8 
rt o.. FCT = ~ o o. 3 < S < 0.55 -
FCT o 796 0.852S-0.281 0.543 . 2.033 0.55..: S < 0.75 = • y , sen· 8 -
(1) 8. 3 < y < 33.3 
O. 3 < s < 0.88 
0.2 < T -< O. 80 
7 < a -< 40 
o < 8 < 9 oº 
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TABELA A.2 - Fórmulas de Kuang para juntas tipo K. 
Intervalo 




FCI' = 1_51y.666 6-.059,l.104g.067 1. 521 8 
ro 




~ Brace: (1) 
FCT = o. 920y.1576-.441,.560g.058el.448 sen e 30° <e< 90º - -
·chord: (1) 
FCT = 1_822Y0.3860.06,0.94 0.9 oº 90º o sen e < e < § - -
ri 
P< ro o ..., 
.:: § 
o •r, 
Brace: (1) ..., fü .-8 
"' FCT =2.827S-0. 3\0. 35 o.5 8 oº< e< 90º ª sen - - -
(1) 8.3 .::_ y .::_ 33.3 
o. 3 < S < 0.88 - -
0.2 < T < 0.80 - -
O .01 .::_ g .::_ 1. o 
22 2 
TABELA A.3 - Fórmulas de Gibstein para juntas tipo T. 
I·ntervalo de 
F Ci R M U L A 
Validade 
Chord: 0.225 < S < 0.9 - -
10 .5_ y .5_ 30 
[ 2 o. 87 1. 37 0.06 0.4<T<l.O ci1 FCT = l.5-3.88(S-0.47) ]y T Cl - -. ..; 
3.5 <a< 8.0 ~ - -
Cll 
~ o Brace: 4-< 0.3 < B < 0.9 
- -
FCT = 0.655[1.09-l.93(S-0.5) 2]y O. 75 0.57 0.12 
10 .5_ y .5_ 30 
T Cl 0.47 < T < 1.0 
- -
3.5<a<8.0 - -
Cll Chord: 0.225 < S < 0.9 µ 
§ - -
10 .5_ y .5_ 30 •r, 







o Brace: 0.3 < S < 0.9 " -o 10 .5_ y .5_ 30 µ 




§ Chord: 0.225 < S < 0.9 
•r, - -






'" Brace: 0.3 < B < 0.9 r-, - -
~ 10 .5_ y .5_ 30 
o 
FCT = [O. 76-l.92(S-O. 72) 2Jyº· 89 0.47 µ T 0.47<T<l.0 
" - -Q) g 
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TABELA A.4 - Fórmulas de Smedley para juntas tipo X. 
F Ci R M U L A Intervalo de 
Validade 
Chord: Sadle position 
FCT = l.35yTS(2.42-2.2SS2"2) 
2 . S (15-14.4S)





~ Brace: o 
4.; 
FCT = 0.794 + 0.63 FCT Chord 
o Chord: crown position 0.13 < s < 1. o § 
...... 
FCT = 0.59Sy0· 6 T008 (l.6S0. 25-0.7S2)sin(l.S-l. 5S)é P-< Ctl 12 < y < 32 
oµ 
~ § 
0.25 < T < 1.0 o•:-; 
µ 
~ Ctl 
30° < 90° ~ "Ó Brace: 0 < 
FCT = 0.794 + 0.63 FCTChord 8 < a. < 40 
Chord: Saddle position 
..g Ctl 2 µ 
Cl § FCT = 0.794yTS(l.56-l.46S5Jsins (lS-l4.4Sl0 
~ ·r, 
"" '" o "Ó 
'-'o 
fü § Brace: 
8 ...... s P-< FCT = 0.794 + 0.63 FCTChord 
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TABELA A.S - Fórmulas de Marshall para juntas tipo K. 
F Cí R M U L A 
Chord: 





o FCT = 1. o + O. 6 Q (1.0 + /T FCT ) > 1.8 4-< r l3 X -
o Chord: ç:: 
ro .... 








li FCT1) > 1. 8 " 
"C) FCT = 1. o + O. 6 Q (1. O + I= r -o 
I= 
Chord: o ro "C) µ 






µ o ç:: ç:: 
" ro FCT = 1. o + O. 6 Qr(l.O +/tFCT) > 1. 8 I= o .... s o -
I= 
p. 
